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FIG. 1 – Orbiteplanétairedanslaquellele Soleiloccupeun foyer.

1 Intr oduction :

Depuisla nuit destemps,l’hommeatoujoursrêvédeperfectiondanssareprésenta-
tion dela nature.Grâceauxavancéesdesmathématiques,il mit enjeutouslesmoyens
qu’il avait.

Maiscertainsproblèmesrestaientcoriacescarla théorienes’accordaitpasavecles
mesures.Ils étaientalorsconsidéréscommedeséchecsdela toutepuissantescience.

C’était sanscomptersurla présencedu chaos...

2 Elémentsde mécaniquecéleste:

2.1 Les lois de Kepler :

Grâce aux mesuresde Tycho Brahé, JohannesKepler (1571-1630)a établi
3 lois fondamentalesqui décrivent le mouvementdesplanètesdu SystèmeSolaire.
Sanspourautantdonnerl’explicationphysiquede la causedecesmouvements,elles
jettentlesbasesdela mécaniquecéleste.� Premièreloi : Lesorbitesdesplanètessontdesellipsesdont le Soleil est l’un des
foyers.DepuisKepler, il estconsidéréquetoutesles planètessuiventce typede mouve-
ment.L’orbite elliptiqueexplique le mouvementapparentquelesplanètesdécrivenet
dansle ciel.� Secondeloi : Pour chaqueplanètele rayonvecteurbalayedessurfaceségalesen
destempségaux(loi desaires).

Commele montrela figure3,pourquecetteloi soit respectée,la planètedoit sedé-
placertrèsvite lorsqu’elleestprocheduSoleil (périhélie)etpluslentementlorsqu’elle
enestloin (aphélie).C’estbiencequi estconstaté.
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FIG. 2 – Représentationdela loi desaires.

Ceciestaisémentobservable: enmesurantla vitessededéplacementd’uneplanète
par rapportau fond du ciel, nousconstatonsqu’elle n’est pasconstante.De plus, la
vitessedela planèteestplusimportantelorsquecelle-cisetrouve (lescalculsdonnent
unecorrespondanceentrela positionde l’astre sur sonorbite et unedate)prochede
sonpérihélie.Il y adonccohérenceentrelescalculset lesmesures.� Troisièmeloi : Le cubedela distancemoyenned’uneplanèteau Soleilestpropor-
tionnelau carrédela périodederévolutionsidérale.

Si l’on posea1 le demi-grandaxe1 et T1 la périodede révolution sidéraled’une
planète1, onaura:

a3
1

T2
1

� Cste

Mais cetteconstanteétantla mêmepour toutesles planètes( 4π2�
mT

doncindépen-
dantedela planète),il vient:

a3
1

T2
1

� a3
2

T2
2

� a3
3

T2
3

��������� Cste

On peutalorscalculerla distancemoyenneau Soleil d’une planèteseulementen
connaissantsapériodederévolution.

2.2 La gravitation de Sir IsaacNewton :

Bienentendu,Newton(1642-1727)n’estpasseulementl’hommequel’on imagine,
surla têteduquelesttombéeunepommeet àpartir delaquelle(tête!) l’idée novatrice
d’uneforceintrinsèqueà la matièreestnée: la forcegravitationnelle.

1. Voir àcesujetl’annexesurla mécaniqueau$ 6.1.
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Voici l’énoncéde la loi de la gravitation universellequi a310ans:

Chaqueparticule de matière de l’univers attire toutesles autresavecune force
directementproportionnelleau produitdesmassesdesdeuxparticulesmisesenjeu et
inversementproportionnelleaucarré dela distancequi lessépare.

F �	� m1m2

r2

où lesgrandeurssontdéfiniespar:

– F : la forced’attraction,
– m1 et m2 : massesdesdeuxcorps,
– � : constantedela gravitation universelle,

– r : distanceentrelesdeuxcorps.

2.3 L’espacedesphases- SectiondePoincaré :

Henri Poincaré,mathématicienfrançaisde génie(1854-1912),était plutôt quel-
qu’un qui travaillait en laissantjouersonintuition, élaborantsouventunereprésenta-
tion mentaledesproblèmestoutenarpentantsonbureau.

Il fut à l’origine d’unenouvellemathématiquepourla résolutiondeséquationsdif-
férentielles.Saméthodeconsistaità appréhenderle problèmenonpasdefaçonprag-
matiqueen cherchantà déterminerla positiondu systèmeétudié,maisà l’aide d’un
espaceabstraitappeléespacedesphases.

Dansle casd’un mobilesedéplaçant,l’espacedesphasesà deuxdimensionsre-
présenterasavitesseenfonctiond’unedesescoordonnées,x parexemple.Ainsi, pour
un penduleà tige rigide ceserasavitessederotationenfonctiondel’angle qu’il fait
avecla verticale.

On réunissur un mêmeschémaplusieurslancersfaits avec desanglesde départ
différentsθ1 
 θ2 
 θ3 
 ����� Aprèsle lâcher, la vitessedupenduleaugmenteet l’angledimi-
nue: lescourbessontdonctracéesentournantensensinversedecelui d’unemontre.

Cetespacedesphasesestvisible surla figure5. On peuty distinguerdeuxcatégo-
ries de courbes: descerclesconcentriques(1) et desenveloppes(2) qui englobentle
groupedecercleset qui seprolongentsurlesbordsdela figure.� Le premiertype(1) correspondauxmouvementsdebalancementdupendulepour
différentesamplitudes.Il y a deuxsituationsremarquablesoù le pendulepeutsetrou-
veret qui permettentdetracercescourbes:

– Lorsquele poidsarriveenbas(θ � 0), la vitessederotationestmaximale,

– Quandle pendulesetrouve le plusloin desapositionverticale(θ � θmax),
il s’arrêteavantderebrousserchemin.
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FIG. 3 – Exempled’espacedesphasespour le pendule(nonchaotique).

FIG. 4 – Exemple(chaotique)d’unesectiondePoincaré.� Le secondtype (2) ressembleà une suite de vagues.Il représenteles casoù le
penduleeffectuedestours complets: savitesseestgrande(cesont les bosses)lors
desespassagesà la verticale(poidsenbas)et estminimale(maisnonnulle) lorsqu’il
setrouve“tête” enhaut(cesont lescreux).

Aussi,pourmieuxcomprendrela dynamiquedusystèmeety percevoir le chaos,il
repéralesintersectionsdela courbeavecunplandisposéperpendiculairementà la tra-
jectoirequ’elle dessine.Chaqueintersectionfait apparaîtreun point surcettesurface.
L’ensembledespoints ainsi formésproduit desformesaussiétrangesque simples.
C’est la sectionde Poincaré.

Ainsi, sur la figure ci-dessus,on peutvoir qu’un mouvementréguliermontreun
point uniqueou une figure fermée(pour desmouvementspériodiques)toujoursau
mêmeendroitsur la section.Tandisqu’un mouvementirrégulierou chaotiquefait ap-
paraîtreunemultitudedepetitspointstousà desendroitsdifférents.
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FIG. 5 – Espacedesphasesd’un pendulerigide.

3 Exemplespratiques dechaos:

Nousallonstenterd’appréhendercequ’estle chaosà traversquelquesexpériences
simplesmettantenœuvredesprincipesfondamentauxdela mécanique.

3.1 Deux histoiresde pendule:� Penduleà tige rigide motorisé:

Si l’on prendunpenduleattachéparunetigerigide(unfil defer) etentraînéparun
petit moteurdonnantpériodiquementun petit élanausystème,on peutalorsconstater
la présenceduchaosdansle mouvement.

Chaquefois quele penduleterminesacourselorsqu’il està la verticale(têteen
haut)et s’arrête,plusieurssituationspeuventseproduire:

– Il peutreprendresonmouvementde rotationdansle mêmesensqu’il est
arrivé; soit parcequesoninertie l’y entraîne,soit à causede l’impulsion
fournieparle moteur.

– Ou le pendulepeutinverserle sensdesacourseet repartirdu côtéd’où il
vient.

Donc à chaque fois que le pendule est dans cette position verticale avec
vangulaire

� 0, il a le choix entredeuxmouvementspossibles: lescourbesdel’espace
desphasessedivisent(la courbesedivisepourformerla “vague”et la brancheallant
croiserl’axehorizontaldu repère).

Leszonesdénotantdu chaossontcellescomprisesautourdu point debifurcation:
savoir quelleoptionvapendrele penduleestimpossibleàprévoir.
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FIG. 6 – Schémad’un pendulemagnétisé.� Pendulemagnétisé:

La manipulationestprésentéedansla figure7bis.L’aimant joue le rôle d’unese-
condeforcecréantainsiun systèmemécaniqueàdeuxdegrésdeliberté.

Parnature,cestypesdesystèmessontchaotiques.Lorsdespassagesdupenduleau
voisinagedel’aimant, l’action decedernierinfluenceplusoumoinsle mouvementdu
pendulequi estalorserratique.

3.2 Ecoulementd’un fluide autour d’un obstacle:

Lorsquel’on fait coulerun fluide dansun canalet qu’il y rencontreun obstacle,
on peutmettreen évidenceavec un colorantdeszonesde tourbillonssituésderrière
l’obstacle.

C’est l’expressiondu chaoscar le mouvementd’une brindille seraimprévisible
dansceszones.

Aussi,remarquons-nousqu’enlançantdeuxbrindillesà la suiteavecdespositions
dedépartlégèrementdifférentes,ellesnesuiventpasla mêmetrajectoire.

3.3 Le penduledouble :

Considéronsun pendulede deuxmassesliéesentreellespar un fil et l’ensemble
attaché‘|a unsupport(voir figure9).

Le chaosintrinsèqueà cesystèmeestalorssimpleà mettreen évidence: il suffit
delancersuccessivementle penduleavecdesanglesdedépartlégèrementdifférentset
l’on constatequelesmouvementsdesdeuxlancerssontdifférents.
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FIG. 7 – Tourbillonsdeturbulencedansunfluide.

FIG. 8 – Schémadu penduledouble.
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C’est-à-direqu’après15secondesdemouvementlorsdupremierlancer, onconstate
qu’auboutdelamêmeduréelorsdusecondlancer, l’anglerepéréaveclaverticalen’est
pasdu tout le mêmequ’aucoupprécédent.

3.4 Définition caractérisant le chaos:

� Il semblequel’on peutdéfinir le chaos,parlesphénomènespourqui descondi-
tions de départ peu différentessuivront desmouvementstotalement différents:
c’estla sensibilitéauxconditionsinitiales.� Mais celane paraîtpasêtrela seulecaractéristique.Aussi a-t-onconstatélors
de simulationsnumériquesquela précisionlimitée desdonnéesde départ(position,
vitesse,...) induisaitdesrésultatsfinauxqui n’étaientpasvalides.Cecaractèrepropre
auxsystèmesdynamiquess’appellel’incertitude aux conditions initiales.

Ainsi la conjugaisonde cesdeux effets a pour conséquencel’imprévi-sibilité
du mouvementdu systèmeà long terme.

3.5 Le problèmedes3 corps :

Depuisla naissancede la mécaniquede Newton, le problèmedestrois corpsen
interactionfait souffrir les mathématiciens.D’Alembert, Laplace,Lagrangeet bien
d’autresnepurenttrouverdesolutionexactemaisseulementaffiner le modèlemathé-
matiqueexistantalors.

Ainsi, lorsqu’il faut considérerle Soleil, ses9 planèteset les astéroïdes,la com-
plexité duproblèmerendimpossiblesarésolutionpardesméthodesclassiques.

De nosjours, les astronomesont recoursà la simulationnumérique.Les graphes
d’espacedesphases(lieu d’étudeetd’analyseprivilégiédesproblèmesdedynamique)
font alorsapparaîtretoute l’information nécessaireà la déterminationde l’état d’un
systèmemécaniqueàuninstantdonné.Onpeutalorssavoir si unsystèmeestchaotique
ou non.

Néanmoins,il estaujourd’huiadmisqu’il n’existepasdesolutionanalytique(une
bellesolutiondugenrex ������� ) auproblèmedestrois corps.

En effet, les perturbationscommela résonanceorbitale entreplanètesviennent
modifierlestrajectoires,cequi rendimprécisle modèlemathématiqueutilisé.

Le phénomènederésonanceestcaractériséepar le rapportT1 � T2 despériodesde
révolutionsassociéesauxdeuxplanètesdonnantlieu àcetévènementredondant.

Par exemple,si l’on dit quecertainsastéroïdessontenrésonance2/5 avecJupiter,
c’estqu’il faut2 révolutionsà celle-ciet 5 révolutionsauxastéroïdesautourdu Soleil
pourquelesastéroïdesseretrouventdenouveaule plusprochedeJupiter.

Alors Jupiterperturberadefaçonrépétitivele mouvementdesastéroïdesconcernés
parla résonance.
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4 Le SystèmeSolaire rempli dechaos? :

4.1 La Lune et lesdéboiresde Newton :

Celafait longtempsquel’hommea cherchéà prévoir lesphasesdela Luneautant
pourle bonvouloir desroisquepourlesnécessitésdela religion.� Les premièresmesures:

C’est d’abordAristote, puis Ptoléméequi postulaque la Luneétait un astrequi
tournaitautourdela Terre.

A partir de sesnombreusesobservationsil arriva à la constatationsuivante: en
supposantque l’orbite de la Lune n’est pascirculaire, la position où elle se trouve
être la plus prochede la Terrene restepasfixe au coursdu temps.Ceci s’explique
aujourd’huiparle fait quel’ellipse décrite par la Lune effectueune lente rotation.� Les perturbations de la Lune :

La Lune subit donc desaccélérationset desdécélérationsmensuelles. Concrè-
tementlesastronomesobservaientque:

– la positiondespremiersetderniersquartiers(quadratures)estendeçàetau
delàdecellecalculéeparlesastronomesdel’époque;

– la positiondela pleineLune(PL) etdela nouvelleLune(NL) estparcontre
bienprévisible.

Aussilesmesuresdela positiondela Lunenousdonnent-elleslesindicationssui-
vantessursesvariations:

Desvariations de l’inclinaison desonorbite :

– Durant 1/3 de sadurée de révolution, la valeur de l’inclinaison estde
4 o58’30”.

– Les2/3du tempsrestant,elle vaut 5 o17’30”.

Enfin, la Lune voit sacourseralentie enhiver et accéléréeenété.
D’autrepart,TychoBrahéa mis enévidenceune influenced’origine solaire qui

fait sedéplacerl’orbite dela Luneparrapportauplanmoyendela Terre:

– la lignedesnœuds2 tourneen18.61ansversl’ouest,
– la lignedesapsides3 tourneen8.85ansversl’est.

2. Lignedesnœuds: axe d’intersectionentrel’ellipse forméepar l’orbite d’uneplanèteet la surface
deréférence: elle sontécartéesdel’angled’inclinaisoni.

3. Lignedesapsides: axe joignantle périhélieet l’aphélie.Voir le chapitresurla mécaniquelagran-
gienne.
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FIG. 9 – Variationsdel’excentricitédela Lune.

Onsereporteraà la figureduparagraphesurla mécaniquelagrangiennequi repré-
sentelesélémentsorbitaux.� La puissancedesmathématiques:

Il fautattendreNewton,audébut du XVII Iesiècle,pouravoir unedescriptionalgé-
briquedumouvementdela Lune.Cettedernièrepermettaitdeprédirelespositionsdes
“lignes”1 � 2 étudiéesparTychoBrahé.

Cesrésultatsspectaculaires,entièrementdéduitsde la théorie,expliquentde ma-
nièreremarquablel’un desaspectslesplusdéconcertantsdu fonctionnementdu Sys-
tèmeSolaire: le mouvementde la Lune suit plusieurs cyclesbien définis.

Mais il subsistaittoujoursuneerreurentrelescalculset la positionréelle.Autre-
mentdit, la formuledeNewtonnecorrespondraitqu’aupremierdestermesd’unesérie.
Ainsi, le gouvernementanglaiset plusieurssociétésscientifiquesd’Europepromirent
derécompenserla démonstrationqui élimineraitle fameuxécart.

Par la suitedenombreuxmathématicienset astronomessepenchèrentsur le pro-
blèmedela Lune.Parmieux,Clairaut,d’AlembertetEuler. Cedernierfinit parobtenir
un systèmede 3 équationsdifférentiellesdu secondordre.Bien queClairautl’aida à
corrigécertainsproblèmes,Eulerdut lui aussiadmettresonéchec.

VinrentensuiteLagrangeetLaplace(1760)qui expliquèrentl’éloignement lent et
progressifde la Lune par rapport à la Terre à partir du renflementdela surfacede
la Terre(phénomènedemarée)et lesvariations oscillantesde l’excentricité duesà
l’influencegravitationnelledesautresplanètes.

Plustard,Hill etDelaunaypartantd’unesolutionsimpleduproblèmeàtroiscorps,
adoptèrentuneméthodede calcul qui considéraitla superpositionmathématiquedes
ondulationset déplacementsdela lignedesapsideset desnœuds.Cemodèlefut amé-
lioré parBrown auXXesiècle,cequi permitle succèsdesmissionslunairesAppollo.
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Pourtantde nos jours encoreet malgréles avancéesmathématiques,toute pré-
diction à long terme de la position de la Lune resteimprécise. Le mouvementde
notresatellitecontientdoncunepart erratiquequi lui confèreunetrajectoirevariant
chaotiquementdansunemoindremesure(voir figure10).

4.2 Poincaréà la recherchede la stabilité du SystèmeSolaire :� Parti pour un concoursde mathématiques:

Au coursdu XIXesiècle,la traditionvoulaitquelessolutionsdeproblèmesmathé-
matiquessoientgrassementrécompensées.C’estalorsqu’à l’occasiondusoixantième
anniversaired’OscarII, alorsroi deSuèdeet deNorvège,unesériedeproblèmesfut
proposéepardespersonnalitésdu mondescientifique.

Carl Weierstrassémit la propositionderésoudredefaçonrigoureusela polémique
posée30ansauparavantparDirichlet concernantla stabilitéduSystèmeSolaire. Cette
dernièrereposaitsur la natureincomplètedessolutionstrouvéesà partir d’équations
différentielles.

En 1858,Dirichlet affirma que le SystèmeSolaireétait stableet il annonçapeu
avantsamortqu’il avait trouvéunesolution.Elle étaitbaséesurdessériesdéduitesde
la théoriedesperturbationsetqui étaientconvergentes,c’est-à-direqu’ellesfinissaient
toujoursparprendredesvaleurfinies.

Henri Poincarédécidades’attelerà la tâcheet ce fut l’occasionpour lui dedéve-
lopperuneapprocherévolutionnairedela mécaniqueetdesesmathématiques.� Les étonnantsrésultatsdePoincaré:

Lorsqu’il présentasestravauxaujury, celaeutunretentissementhorsducommun.
Il dit qu’ “au lieu d’embrasserdanssonensemblele déplacementprogressifd’un phé-
nomène, on cherchesimplementà relier chaqueinstantà l’instant immédiatementan-
térieur. On admetquel’état actueldu mondenedépendquedu passéle plusproche,
sansêtre directementinfluencépour ainsi dire, aprèsle souvenird’un passélointain.
Grâceà cepostulat,au lieu d’étudierdirectementtoutela successiondephénomènes,
on peutsebornerà endécrire l’équationdifférentielle”.

Aussiajouta-t-il: “Nepeut-onpassedemandersi l’un descorpsrestera toujours
dansune certainerégion du ciel ou bien s’il pourra s’éloigner indéfiniment; si la
distancede deuxcorps augmentera, ou diminuera à l’infini, ou bien si elle restera
compriseentrecertaineslimites?Nepeut-onpasseposermille questionsdecegenre,
qui seront toutesrésoluesquandon saura construire qualitativementles trajectoires
destroiscorps?”

À cetendroit,Poincarésous-entendl’élaborationd’espacesdephase4 qui était in-
faisabledanslescascompliquéscommeceluidestroiscorps.C’estainsiquePoincaré

4. Voir paragraphe2.5
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vint à constaterquecertainessolutionsamenaientà destrajectoirescompliquées.Car
les sériesmathématiquesconstituantles solutionsdivergeaient(prenaientunevaleur
infinie).

Si leséquationsdécrivantun systèmedetrois corpseninteractiongravitationnelle
permettentd’établir unerelationbiendéfinieentrele tempset la positiondescorps,il
n’existepour autant pasderaccourci decalcul ou deformule magiquepermettant
de prédire les positions à long terme. La conséquenceétait la divergenacedes
sériesdéduitesde la théorie desperturbations. Les systèmesNewtonienslaissent
alorsunegrandeplaceà l’imprévisible.

Cependant, le problème des tr ois corps admet dessolutions approximatives
aussi précisesque l’on veut : le calcul despremierstermesd’une sériedonneune
réponsesatisfaisante.Seulementon nepeut calculer quepasà pasla futur eposition
del’astre.� Sensibilitéaux conditions initiales et incertitudes:

Par ailleurs,Poincarédécouvritque les trajectoiressuivies par deux points très
prochesaudépartpouvaienttoutautantresterconstammentvoisinsqueseséparertrès
vite.

Cesdeuxoccurencesseprésententdansla sectiondePoincarérespectivementpar:

– despointsremplissantla mêmezone,
– despointsdispersés: la trajectoireerreau hasardsansjamaisrepasserau

mêmeendroit.

Cecis’appellela sensibilitéaux conditions initiales. Il s’avèrequela mesuredes
paramètresinitiaux (vitesseet positionde départ...) possèdeuneprécisionlimitée:
c’est l’incertitude sur lesconditions initiales. C’est-à-direquedepetitesdifférences
danslesconditionsinitialesengendrentdetrèsgrandesdifférencesdanslesétatsfinaux
correspondant: la prédiction devient alors impossible.

Ainsi, les questionssoulevéeslors de l’étude de la Lune 150 ansplus tôt sont
transportablesà la quasitotalité dessystèmeschaotiquesqu’il s’agissed’un pendule
magnétisé,del’écoulementd’un fluideoudu SystèmeSolaireenentier.

Onconstatequelastabilité du SystèmeSolaireestintimementliéeauphénomène
de résonance(voir §4.3).

C’est-à-dire que les termes d’interaction subtils et cumulatifs dus à la réso-
nanceserenforcent mutuellement et deviennent très influents.� Le dénouementde la stabilité du SystèmeSolaire:

Par la suite,en 1913,Sondmantrouva unesolutionparticulièreau problèmedes
troiscorps(analogueàceluiduSystèmeSolaire)unanaprèsla mortdePoincaré.Bien
quecederniereûtdéjàconnaissancedecettesolution,il la savait sansintérêtcarelle
s’exprimeà l’aide d’unesérieconvergentemaisdefaçontrèslente.

En1954,Kolmogorov provenantd’unelonguetraditiondemathématiciens-mécaniciens
russesavait élaboréuneméthoded’étudedesespacesdephasescomplexe.Il fallut at-
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tendre1963avecArnold, élève du précédent,et Moserqui trouvèrentquelquessolu-
tions stablespour le SystèmeSolaire.Les travauxdes3 hommesaboutirentau théo-
rèmedu KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser)datantde1960.

Ils conclurentquela convergenceounondessériesutiliséespourdécrirele mouve-
mentdestrois corpsdépenddesconditionsinitiales.TandisquePoincaréavait étudié
seulementlesconditionsmenantà la divergencedesséries.

En guisedeconclusion,nouspouvonsconnaîtrecommentle chaoscohabiteavec
desmouvementspériodiquesdansle SystèmeSolaire.

– la régularité :
ellesemanifestepardetrèslenteset infimesmodificationsdel’excentricité
del’orbite qui variesousl’influencedespertubations.

– le chaos:
il s’exprimepardebrusquesvariationsde l’excentricité(et d’autrespara-
mètres)qui écarteconsidérablementlesplanètesdeleur trajectoireinitiale.

Ainsi, Poincarérévélala véritableportéedeslois newtoniennes.Il mit enévidence
toutela complexité qui étaitenfouiedepuisdeuxsièclesdansleséquationsduSystème
Solaire.

Le tempsétaitdoncvenuderechercherle désordredansle ciel aprèsquel’on y a
si longtempscherchéla régularité.

4.3 Mais d’où viennent lesastéroïdes? :

� Intr oduction :

SituéeentreMars et Jupiter, à la fois influencéepar cettedernièreet le Soleil, la
ceintured’astéroïdespossèdeunepositionbienparticulièreauseinduSystèmeSolaire.

On nepouvait trouver meilleurendroitpourrechercherdestémoignagesdu chaos
dynamiqueque Poincaréavait entrevu dansseséquations.On comptaitnotamment
vérifier la règledeTitius5.� Orbite de Cérès:

Découvert parun moinesicilien GiuseppePiazzien1800,Cérèsa étéun despre-
miersastéroïdesàattirerl’attentiondesscientifiques.

Piazzil’observa pendantun mois,puis tombamaladeet ne pu faire qu’uneseule
observationavantquel’objet nes’approchedu Soleil. Il fallait doncretrouver l’asté-
roïdeaprèssasortiedu halosolaire,c’est-à-direreconstituersonorbite.

Carl FriedrichGaussentreprità l’âge de23 ansderelever cedéfi attrayant.Il mit
enœuvresesdonsexceptionnelsauservicedela mécaniquecéleste: prévoir uneorbite
defaçonsatisfaisanteà partir d’un petit nombrededonnées.

5. Loi donnantla présenceounond’uneplanèteselonla distanceauSoleil.
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FIG. 10– Lacunesenastéroïdesmisesenévidencepar calcul.

L’objet fut retrouvéà moinsd’un degrédesapositionprévueet Piazzile nomma
Cérèsdu nomdela déesseprotectricedela Sicile.

D’autresastéroïdescommePallasou Vestafurentensuitedécouverts.En 1890,on
endénombraitdéjà300.� La ceinture d’astéroïdeset sesbizarr eriesdynamiques:

De nosjours,on compteplusde5000astéroïdeset l’on pensequela ceinturedoit
encontenirunmillion mesurantplusde1 km dediamètre.

Tous cescorpssubissentà la fois l’attraction desplanètesimportantes(surtout
Jupiter)etduSoleil et sontdoncconstammenttirésdansunsenspuisdansl’autre: les
orbitesdécritessontalorspassablementagitées.

Ainsi, rien n’interdit quele cumul de cesperturbationsmineurespuissentprovo-
querde radicalesmodificationsde leur mouvement.L’étudepar Kirkwood en 1857
montrequele nombred’astéroïdesvarieétrangementen fonctionde leur distanceau
Soleil. En étudiantle demigrand-axe a desorbites,il constataquepourcertainesva-
leursdea, il n’y avait quetrèspeud’asteroïdes,tandisqu’àd’autrescorrespondaitune
grandepopulationdecescailloux.

Il put ainsi conclurequetrèspeud’astéroïdespossèdaientunepériodeprochede
1/3,2/5et 1/2decelledeJupiter.

CesvidessontobservésauxdistancesduSoleilpourlesquellesle rapport entre la
période de l’astéroïdeet cellede Jupiter estune fraction simple. Par exemple,un
objetd’orbite derayon2,5fois la distanceTerre-Soleilaccomplirait,selonlescalculs,
3 révolutionspendantqueJupitern’en ferait qu’uneseule.On dit alorsquecet astre
serait dansune résonance3/1.

Dans cesconditions, l’astéroïde et la planète seretrouvent périodi-quement
prochesl’un de l’autr e. Cescoïncidencesrépétéesproduisent deseffets gravita-

15



Lechaosdansle SystèmeSolaire Mai 2000

tionnels qui se renforcent au cours du temps:
ils déplaceraientsuffisammentl’astéroïdepour modifier l’excentricitéde son orbite
et décalersapositionobservée.Ainsi seseraientconstituéesleslacunes.

Mais il y adessituationsoù le phénomèneobservéestdifférent:

– Dansle casde la résonance1/1 et 3/2 qui correspondrespectivementaux
astéroïdesTroyenset Hil da : danscesdeux résonancesil y a un excès
d’astéroïdes.

– LesrésonancesdeKirkwoodn’expliquaientpascommentlesorbitesétaient
modifiéesaussispectaculairement.

C’est pourquoi,il entrepritplutôt uneobservation de l’évolution sur de longues
périodes.� Etude à long terme de la ceinture d’astéroïdes :

Ainsi, l’une despossibilitéspour étudierla stabilitéde l’orbite desastéroïdesest
d’examinerleurévolutionsurdelonguespériodes.Lespremièrestentativesreposaient
surunpassageà la moyennedesexpressionsmathématiquesdéduitesdela théoriedes
perturbations.

C’est commelorsqu’onprendunephotolongueposede la surfacede la mer qui
avecle mouvementpermanentdesvaguescréeunesurfacelisseet épaisse.Par consé-
quent,l’absencedesautsdansla moyenneseraitsignedestabilité.

Or Poincaréavait démontrélesinsuffisancesdela théoriedesperturbations.Alors
lesastronomescherchèrentla sourcedeceslacunesdansl’origine dela formationdu
SystèmeSolaire.

Pourcela,ils utilisèrentdesordinateursavecdesméthodesmathématiquesdonnant
un nouveautyped’approchedela dynamiquequi incluait le chaos.

Il ressortitdesétudesnumériquesfaitesdansl’espacedesphases,quece dernier
sedivisaitenrégionsdecomportementsréguliersetd’autresliéesauxcomportements
imprévisibles.

Mais lescalculsnécessitaientunetelle puissancequelesprévisionsont étéfaites
surunepériodede10000ans.De plusrien negarantissaitquecetteduréeétait suffi-
santepourmettreen évidencelesmodificationsspectaculairesrisquantd’affecterles
orbites.

Par conséquent,on ne pouvait pasdéfinitivementdir e si les lacunesde la cein-
ture étaient duesà desastéroïdesqui auraient été chassés.Il fallait donc retenir
dans lescalculsseulementlescontributions aux tendancesà long terme et lesef-
fets de résonance.� Jack Wisdomet le raccourci vers le chaos:

A la fin desannéessoixantedix,J. Wisdom fit une thèsesur l’application de la
dynamiquechaotiqueà la mécaniquecéleste.Il élaboraunetechniquequi permettait
defairecalculerplusrapidementlesordinateursgrâceàunsubstitutmathématiquequi
remplaçaitleséquationsdifférentiellesclassiques.
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FIG. 11–Puitsdepotentielsd’unsystèmeà troiscorps.AuxpointsP1 etP2, le troisième
astresetrouveenéquilibre instable.

D’autrepart,il observalesfiguresdessinéessurla sectiondePoincaréetnonpasla
trajectoiredansl’espacedesphases.Wisdomfit l’étudedesastéroïdessituésproches
de la résonance3/1, là où le déficit est le plus important.Il la peuplade 300 astres
fictifs, puisobserva leur devenir.

Il put ainsi découvrirque certainespositionset vitessesinitiales donnaientlieu
à destrajectoiresdont l’excentricitévariait peuet régulièrementet quepourd’autres
conditionsdedépart,lesorbitesvoyaientleurexcentricitésubirdebrusquesvariations.

Il décidaalorsd’évaluer la probabilité pour qu’un astéroïdesoit expulsédeson
orbite initiale. Il dressaunecartedétailléedel’espacedesphasescorrespondantaux
régionschaotiquesdesorbitessituéesprochesdela résonance3/1.

Wisdomconclut queJupiter induisait unezonechaotiquedéfiniepar unecer-
taine gammede positions et de vitessesinitiales ; ainsi deux particulespossèdant
desparamètresinitiaux presquesidentiques,finissentpardécriredesorbitestrèsdiffé-
rentes.

Il calculaque1/5-ièmedesastéroïdessituéssurla résonance3/1 peuventvoir leur
orbitechangerd’ici undemi-milliond’années,puisfinir pars’écrasersurla Terre.Ceci
expliqueraitl’origine desmétéoritesqui proviendraientdela ceinture.

Donc,ceseraientdesaspirationsgravitationnellesfaisant suiteà unesituation
derésonancequi auraient crééleslacunes, Jupitern’étantàl’origine dela résonance
qui provoquedetelscroisements.� Les prévisionsgagnentde la précision:

Unedesconséquencesde la présencedu chaosdansla mécaniquecélesteestque
la précisiondescalculssedevait d’êtreplusimportante.Eneffet :

Desboulesde billard lancéesà partir de positionspresquesidentiques,finissent
par avoir unetrajectoire trèsdifférenteaprèsquelquesrebonds.C’est la mêmechose
lors desitérationsd’un programmeinformatiqueoù la précisiondesdécimalespos-
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FIG. 12– Étudedel’excentricitéd’astéroïdeshypothètiques.

sèdeunelimite.
Il y a alors accumulation des erreurs. Ceci est conforté par ce qui avait été

constatéparPoincaré.

A causedu chaos,il fautdonccompteravec leseffetscumulésde l’amplification
deserreursd’arrondi et de la rapidedivergencedestrajectoires,qui au départsont
voisines.� J122et le chaosstable:

Il existeplusd’un astéroïdequi possèdeuncomportementintrigant.En1992,deux
astronomes,AndreaMILANI et AnnaNobili, del’ObservatoiredePiseont fait l’ana-
lysenumériquedel’astéroïdeHelga(J122).Ils ont constatéquesonorbitenepouvait
êtredéterminéeàplusde10 000ansà l’avance.

Pourtant,l’astr e sembleresterconfinédansune trajectoir e voisinede cellede
Jupiter. Il enressortun conceptapparemmentparadoxal : le chaosstable.Cetype
de comportementestanalogueà celui d’une bille dansle plateaud’une roulettede
casino.Elle vit un mouvementessentiellementchaotiquemaisdemeureà l’intérieur
dela roue.

Ces deux astronomesamenèrent alors l’idée que le chaosstable serait une
caractéristique relativementcommunedansle SystèmeSolaire.
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FIG. 13– Distributiondesastéroïdesdansle SystèmeSolaire interne.� Les astéroïdesvoisinsde la Terre:

Pourquoile SystèmeSolaireprise-t-il l’arrangementqui estle sien?
L’existenced’astéroïdesdansle voisinageimmédiatde la Terreresteuneénigme.

Il estestiméqu’aumoinsun astéroïdedediamètresupérieurà 1km entreencollision
avec la Terretouslesmillions d’années.La duréede vie d’un astéroïdedansla zone
du systèmesolaireinterneestinférieureà100millions d’années.

Or depuis4,5milliardsd’années,cesblocsrocheuxauraientdûdéjàtouss’écraser.
Cependantil y en a toujours! On imaginedoncqu’un réapprovisionnementseferait
à partir de la ceintured’astéroïdesgrâceà l’influence gravitationnellede Jupiterqui
joueraitalorsun rôle decatapulte.

Leszoneschaotiquesdécouvertespar les chercheurs correspondentà la position
deslacunes.Pourtantuneétudequantitativemontre quecetaccord n’estpasparfait.
Il n’estpasimpossiblequela structureet lescaractéristiquesparticulièresdela cein-
ture d’astéroïdesaientétéenpartie déterminéespar lesprocessusresponsablesdela
créationdu SystèmeSolaire .

En conclusion,sansune dynamique incluant le mouvement chaotique, il est
impossibled’expliquer comment la gravitation débauchecertains corps dans la
ceinture d’astéroïdespour lesprojeter vers lesplanètesintérieures.

Mais le chaosn’est que l’un desnombreux comportementsque provoque la
gravitation .
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FIG. 14– Mesuresdela luminositéd’Hypérion.

4.4 Les tours de passe-passed’Hypérion :

� Les observationsd’Hypérion :

1987,Observatoirede Cero Tololo. Klavetterest là pour suivre Hypérion,un sa-
tellite deSaturnequi possèdeun mouvementétrange.Hypériona étéidentifiépour la
premièrefois en1848.EnsuiteobservéparVoyager II en1981,il aétédécritcommeun
satelliteà la formepeucommunedecacahuètededimensionségalesà380 290 230
km.

Cesobservationsétaientmenéesdansle but devérifier l’affirmationfaite3 ansau-
paravantparJackWisdom,S.T. Aton PealetFrançoisMignardqui stipulèrent,d’après
leurscalculs,qu’Hypérioneffectuaitdespirouettessurlui-mêmeplutôtquedetourner
commeunetoupieautourdeSaturne,tel quele font lesautressatellites.

Ainsi, pourobtenirunepreuve du témoignageincontestabledu mouvementchao-
tiquedecesatellite,lesobservationsconsistaientà décelerlesvariationsaléatoiresde
sa luminosité.La quantitéde lumièreréfléchiepar l’astre dépendde sonorientation
sachantqu’unegrandesurfacetournéevers le Soleil réfléchit davantagede lumière
qu’unepetite.

D’autre part, ce qu’il y avait d’insolite était que sa périodede rotation sur lui-
même(13 jours)étaitdifférentedecelledesarévolution (21 jours)autourdeSaturne,
a contrariodela Luneoù lesdeuxpériodessontidentiques.

Pourcettedernière,celas’expliqueparlesforcesdemaréescrééesparl’interaction
gravitationnelle.Cependantunepartde l’énergie miseenjeu dansle déplacementdes
matériauxsolidesouliquidesqui formentle renflementterrestre(écorceetmarées)est
inévitablementperdue.

Celaentraînequele renflementestdéphasé(en suivant la Lune) et quepar suite

20



Lechaosdansle SystèmeSolaire Mai 2000

FIG. 15– Desprisesdevuesd’Hypérionfaitespar Voyager I I .

le satellitefreinela rotationdela planète.Cephénomèneétantréciproque,le satellite
finit par tournersur lui-mêmeà la mêmevitessequ’il tourneautourde la planète.Il
restaitdoncàexpliquerla configurationpropreàHypérion.� Les raisonsd’une instabilité chronique:

A l’opposédela Lune,Hypérionnes’estpasstabiliséet neprésentepaséternelle-
mentla mêmefaceàSaturne.C’estcommeunebouteillepartiellementrempliequi ne
peutpastrèsbientournersurelle-mêmesi on la lancecommeunetoupie: le déplace-
mentdu liquide à l’intérieur vient interféreravecle mouvementderotation.

Les trois chercheurssuggérèrentalorsdeuxfacteursqui empêchentHypérionde
s’installerdanscetétatsynchrone:

– Saformeétonnammentallongée,
– L’influencedeTitan, satellitegéantjustevoisin.

Il s’avèreclair quel’influence gravitationnellede Titan a tellementétiré l’orbite
d’Hypérionquecelle-cin’estplusdu tout circulaire.Du fait quesavitessevarieénor-
mémentselonqu’il soitprocheou nondeSaturne.

D’autre part, lorsqueHypérioneffectue3 révolutionsautourde saplanètehôte,
Titan enfait 4 (résonance4/3). Par conséquent,lesattractionsgravitationnellesrépé-
téescontribuentàmaintenirHypérionsurcetyped’orbite.

Ainsi, la conjugaisonde tousceseffets font qu’ Hypérionsetrouve dansun état
d’équilibreprécaire.� Les secretslivréspar l’espacedesphases:

Pourmieuxcomprendrele mouvementétonnantd’Hypérion, JackWisdomet son
équipecalculèrentsur ordinateurles équationscaractérisantce satellite.A partir de
la trajectoiredansl’espacedesphases,ils firent dessinerla sectionde Poincaré(voir
§4.1).

Cesdiagrammesreprésententpour diversesconditionsinitiales, l’orientation du
satelliteenfonctiondesavitessederotationlorsdechaquerévolution effectué.
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FIG. 16 – EspacedesphasesdusatelliteHypérion.

Au lieu dechangementsaléatoiresdansla formeoudansl’orientationdesonorbite,
les calculsmontraientquele chaossemanifestaitpar de brusquesvariations dans
l’orientation de l’axe de rotation d’Hypérion sur lui même.

De plus,leszoneschaotiquesd’uneorbitedeformeirrégulièreet allongéecorres-
pondentà un largeéventaild’orbitespossibles.Cequi estcurieux,c’estquel’axe de
rotationd’Hypérionnesetrouvepasorientédansle plandesonorbitecommeil devrait
l’être auboutdequelquesrévolutions.Cecis’expliqueparla situation d’Hypérionqui
prisonnier de la résonancequ’il a avecTitan.

D’aprèsles trois chercheurs,Hypérionprésenteun curieuxamalgamedecompor-
tements,ordonnéset chaotiques:

– Il parcourt une orbite régulière et prévisible : lesastronomespeuvent
calculer saposition desannéesà l’avance.

– A contrario, sonorientation estbeaucoupmoinsprévisible.

Par conséquent,si les mesuresde la luminositésontirrégulières,alorsle mouve-
mentd’Hypérionseraitbiendenatureerratique.

Si l’on observe effectivementunevariationirrégulièrede luminosité,les résultats
restèrentambiguscar la fréquencedesmesuresfaitesparKlavetteravait étédisconti-
nues: il neput effectuerdesobservationsrégulièrescomptetenudemauvaisescondi-
tionsmétéorologiquesàCero Tololo.� Les conclusionsétonnantesde Klavetter :
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Finalement,JackKlavetter parvint à tracerun ensemblede points repré-sentant
chacunla luminositéintrinsèquedusatelliteàchaquerévolutionautourdeSaturne.La
successionétaitsi irrégulièrequ’il était impossiblede tracer une courbe lisseet de
nature périodique (preuve denon chaos)passantpar tous lespoints.

Il ne put expliquer cesvariations qu’en supposantqu’Hypérion pir ouettait de
manière chaotique.C’était la seulehypothèsecompatible aveclesmesures.

Cependant,ce n’était passuffisantpour constituerunepreuve du comportement
erratiqued’Hypérion. Alors, Klavettercherchaà explorer, à l’aide d’ordinateurs,dif-
férentesrégionsdel’espacedesphasesentestantlesconditionsinitialesparticulières.

Cesdernièresétaientintroduitesdanssonmodèlethéoriqueet conduisaientà des
changementsd’orientationchaotiquesdel’axederotationd’Hypérion.

Il put ainsidémontrer que lespoints constituant sacourbe de lumière corres-
pondaient effectivement à une trajectoir e unique et chaotique dans l’espacedes
phases.

Ironiquement,le fait de connaîtreles équationsdu mouvementet leurssolutions
n’apportepasgrandchose,car cessolutionssont tellementsensiblesaux conditions
initialesqu’ellesinterdisenttouteprévision.

4.5 L’usageintensif de la simulation numérique :� Historique de la problématique:

Le problèmede l’avenir à long termedu SystèmeSolaireest assezancien.La
premièretentative sérieusepour le résoudrea eu lieu il y a 200 ans.Ce fut Pierre
Simonmarquisde Laplace(1749-1827)qui, en tant quecofondateurdu Bureaudes
Longitudes, se penchasur l’épineusequestion: quelle est l’évolution du Système
Solairesur de longuespériodes?

Aux XVIIeet XVII Iesiècles,les mouvementsdéconcertantsde Jupiteret Saturne,
constituaientle meilleurexempledetellestendancesaudéséquilibre.Newton enétait
arrivéàdéduirequ’uneinterventiondivineétaitpériodiquementnécessairepourmain-
tenir la cohésiondusystèmeet éviterqu’il sedisloque.

Laplacedéfinissaitle déterminismeainsi: “Une intelligencequi pour un instant
donnéconnaîtrait touteslesforcesdont la natureestaniméeet la situationrespective
desêtresqui la composent,si d’ailleurs elle était assezvastepour soumettre sesdon-
néesà l’analyse, embrasserait dansla mêmeformulelesmouvementsdesplusgrands
corpsdel’Universet ceuxdespluslégers atomes: rien neserait incertain,et l’avenir
commele passé,serait présentà sesyeux.”

Pourtant,commel’avait vu Poincaré,le déterminismen’estpasroi auseinduSys-
tèmeSolaire.Il y adurantunepériodeoù l’on acru qu’il seraitpossibledecalculerle
mouvementdesplanètesavectoutela précisionsouahitée.Aujourd’hui, grâceauxor-
dinateurs,lesastronomesont la possibilitédevisionnerl’aveniret le passéduSystème
Solaire.� Nouvellesmachines,nouvellesméthodes:
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Plustard,en 1963,Vladimir Arnold démontraquesi les masses,les inclinaisons
et lesexcentricitésdesplanètessontsuffisammentfaibles,tout systèmeplanétaireen
dépitdesatendanceauchaosresteraquasi-périodiqueet doncstable.

La miseenœuvrede l’intégration (leur résolution)deséquationsdifférentiellesà
l’aide d’un ordinateurrestaitnéanmoinstrèslente.

En effet, l’incrément(tempsespaçantchaquecalcul) doit êtresuffisammentpetit
pour rendrecompteautantdu mouvementde Mercure(périodede 88 jours) quede
celui dePluton(248ans).

Aucun modèlenumériquen’était alors capablede travailler sur deséchellesde
tempsaussidiversessansgaspillerun tempsénormepour le calculdespetitesvaria-
tions.

D’autantplusqu’à l’époquelesmachinesdecalculétaientgénéralisteset nepou-
vaientêtrepleinementefficacespourdetelscalculs.� G. Sussmanet Digital Orr ery :

Il fallut attendre1973 avec la thèsede George Sussmanau MassachussetsIns-
titut of Technologypour voir desprogèsapparaître.Il suggéraitde faire collaborer
astronomeset ingénieursinformaticienspourconstruiredesmachinesspécialiséesqui
exploiteraientavantageusementlesparticularitésduproblèmequi leur seraitsoumis.

AyantprisconnaissancedesdécouvertesfascinantesdeJackWisdomsurlesorbites
desastéroîdes,il lui proposadeconstruireunordinateurpourobtenirunesolutionplus
définitive.

En 1983,Digital Orreryvit le jour et réunissaitdix ordinateursindépendantsdans
unegrosseboîteà chaussures,où chacunprenaiten charge les calculsliés à chaque
planète.

Toutesles particularitéset affinementsfirent de cettemachinemiracleun bolide
capabledecalculerlesmouvementsdu SystèmeSolaire3 fois plusvite qu’un Cray I
et 6 fois plus vite qu’un VAX 11/780, qui étaientles ordinateursles plus puissantsà
l’époque.

Lespremiersrésultatsnetardèrentpaset unedespremièresgrandesexcursionsde
Digital Orrerylui fit couvrir environ 100millions d’annéesversle futur et autantdans
le passé.

Cettesimulationfit entrevoir pourla premièrefois l’aveniràlongtermedusystème
extérieur(voir la figureno 18).� Denouvellesvoiespour Digital Orr ery - Pluton :

Le mouvementde Pluton était déjà connupour être particulièrementcomplexe.
D’autrepart,Digital Orreryavait mis enévidenceplusieursnouvellescaractéristiques
du mouvementdePluton.

Cetteplanèteprésenteun nombreétonnammentgrandd’écartsimportantsqui se
répètentsurdesmillions d’années,phénomènesqu’aucunethéorieperturbativeni d’in-
tégrationnumériquen’avait jusqu’ici révélé.
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FIG. 17 – Variationsdel’inclinaison dePluton.

Les deuxchercheursdécidèrentde regarderce qui sepassaitlorsquel’on faisait
partir Pluton de deux positionsinitiales légèrementdifférentes.Les trajectoiresqui
s’en suivirent sur 854 millions d’annéesdivergeaient: ellesfinissaientpar suivre un
chemindifférent.

Lesaccumulationsd’arrondisont étéenpartieéliminéesparunebonneadaptation
du pasd’incrémentation.Un autreproblèmeapparaissaitlorsquel’on faisaitrépéterà
reboursle calcul de l’évolution du systèmene permettaitpasde revenir au point de
départ!

Lors de cesallers-retours dansle temps,lesplanètesne reprenaientpasexac-
tement leur position initiale. C’était unemarquedu chaos.

Par contre,sur les graphes,l’évolution desparamètresorbitauxdesplanètespré-
sentaientde petitesvariationset les orbitesrestaientrégulières.Plutonpossèdaitun
mouvementcomplexemaisn’avait aucunsigned’agitationerratique.

Ainsi, lesmouvementsdesplanètescôtoyaientà la fois le chaoset la régularité.
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Toutefois,lemodèleutiliséparDigital Orreryn’étaitqu’uneapproximation,comme
celui idéaliséparLaplace.Desparamètrescommela lentediminutiondela massedu
Soleil qui brille n’étaientpasprisencompte.D’autrepart,seuleslesplanètesexternes
étaientconsidéréesdanslescalculs.

Digital Orrery effectuauneretraitecérémonialeen1991après7 annéesdeprécis
et loyauxservices.

L’odysséede Sussmanet Wisdom se poursuivit ensuiteavec le superordinateur
Tollkit. Danssescalculs,le SystèmeSolaireétaitalorsprisencomptedanssatotalité.� Les innovationsde JacquesLaskar :

Le voyagede JacquesLaskardansle chaoscommençail y a environ unedizaine
d’années,alors qu’il s’efforçait de déterminerles variationsde l’orbite terrestreau
coursdesderniersmillions d’années.Cecidansle but d’établir un lien entrelesmodi-
ficationsdesonclimat et lessubtilsdécalagesdel’orbite terrestre.

La mécaniquecélestetraditionnelles’avèrainadaptéeetJ.Laskardécidadeséparer
endeuxsonproblème:

– Renoncerà prédirelespositionsprécisesquelesplanètesoccuperontdans
plusieursmillions d’années.

– Choisir une formulation faisantressortirles variationsprogressivesmais
cumulativesdela formeet del’orientationdesorbites.

Ainsi, seséquationsestompaientlesoscillationsrapides et ne laissaientappa-
raîtr e que lestendancesà long terme.

Il construisituneexpressionmathématiquecomportant150000termesàpartir des
longuesexpressionsalgébriquesdéduitesdeséquationsdeLaplaceet Le Verrier. Ceci
fut possiblegrâceaucalculformelsurordinateur.

JacquesLaskar utilisa ensuite un calculateur pour intégrer ces équations
différentielles“moyennées”et suivre l’évolution desparamètresorbitaux.� Le BDL à la recherchedu chaos:

Pourétablir la présenceou l’absencedu chaos,J. Laskarfit le calcul pour deux
positionset vitessesdedépartlégèrementdifférentespuiscomparalesdeuxrésultats.

Si les orbitesétaientapproximativementrégulières(quasi-périodiques),les deux
trajectoiresdansl’espacedesphasesdevaientresterproches,ou nes’éloignerquetrès
progressivement.

Autrement,la présenceduchaossetrahiraitparla divergencedeplusenplusrapide
desdeuxtrajectoireset cefut le cas.

Il put ainsirévélerla présenceeffectivedu chaosdansl’évolution du SystèmeSo-
laire. Les différencesentrelesdeux trajectoir esdoublaient toutes les3,5 millions
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FIG. 18 – Variationsdel’excentricitédela Terre.

d’années. C’est-à-direqu’uneerreurde100mètressur la position de la Terres’am-
plifirait si rapidementqu’il deviendraitimpossiblede précisersapositionle long de
sonorbite100millions d’annéesplustard.

Toutefoiscerésultatnesignifiaitpasnécessairementquela Terrerisquaitdes’écar-
terdesatrajectoireactuelle.

JacquesLaskarconclut: “Le calcul montre quelessolutionsdenotre systèmedif-
férentiel,pour lesconditionsinitiales qui sontcellesdu SystèmeSolaire , sontchao-
tiques.Ce systèmedifférentiel estunetrès bonneapproximationdu SystèmeSolaire
réel. On peutenconclure quele mouvementdu SystèmeSolaire, et en particulier du
SystèmeSolaire interneestprèsd’être chaotique, mais la significationexactede ce
’près’ estdifficile à cerner”.

Il identifiadansseséquations“moyennes”destermesspécifiquesdésignantdeux
résonancesgravitationnellessubtilesentrelesplanètesjusqu’alorsinaperçues.Cesré-
sonancesdites de secondordre agissentsur la rotation du demi-grand axeet sur
l’excentricité. Ellesétaientresponsablesdececomportementchaotique.L’une faisait
intervenirMarset la Terre; l’autreMercure,Vénuset Jupiter.

Là résidait la causedu chaos: les résonancesdétruisent la prévisiblité. Elles
amplifient lespetits effetset lestransforment en forcesnon négli-geables.

Finalement,J. Laskar conclut: “Les grandesvariations qui ont affecté les fré-
quencesfondamentalesdu SystèmeSolaire intérieur tout au long de sonhistoire re-
nouvellentnotre compréhensionde plusieurs phénomènesà long terme. L’image de
la dynamiquedu SystèmeSolairedonnéeici esttrèsdifférentedu mouvementrégulier
[et] quasi-périodiquedécrit par Laplaceet Lagranceil y a 200ans.Elle estbienplus
complexe.”
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5 Conclusion:

Durantdessiècles,lesphysicienset lesastronomesinventèrentun mondemathé-
matiqueidéalcenséêtreun miroir dela nature.

La quasi-perfectionduSystèmeSolaireservitdeguideàcetriomphedel’esprit sur
la matière.

Mais lesmathématiquesdegéniedePoincarémirentà jour unelimite à la prédic-
tibilité apportéeparlesmodèlesmathématiques.

Le chaosestdoncunecaractéristiqueintrinsèquedessystèmesdynamiquessans
pourautantlesmenerà leur dislocation.
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FIG. 19– Schémaconventionneld’uneellipse.

6 Annexe- Principes demécanique:

6.1 Définition desorbites :

Commetoutescience,la mécaniquecélesteutilise desoutils qui lui sontpropres.
Aussi voici quelquesélélmentsqui permetterontde structurerles conceptsde cette
conférence.� Toutd’abord,voici dequoicaractériseruneorbite :

LespointsC, F et F � représententle centreet les foyersde l’ellipse. Lesellipses
sontdécritespar3 paramètres:

– le demi-grandaxea : c’estle segment �CA� ,
– le demi-petitaxeb : segment �CB� ,
– l’excentricitée: e � b� a etcaractérisel’applatissement.

Selonl’applatissement,l’ellipse devientd’autresfiguresgéométriques:

– Si e � 1: l’ellipse devientun cercle.
– Si e ��� 0; 1 � : c’estuneellipsesimple.
– Si e � 0: onobtientuneparaboleouun segment.
– Si e � 1: c’estuncoupled’hyperboles.

Defaçongénérale,lesorbitesplanétairessontquasimentcirculaireseteestproche
de1.

Ainsi, lorsquela planètesetrouveaupointA, on dit qu’elle estaupérihélie : c’est
sapositionla plusprochedu Soleil.De façonanalogue,quandelle sesitueaupoint le
pluséloignédenotreétoile,elle estditeà l’aphélie.
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6.2 Le calcul différ entiel :

� Unenotionimportanteestcelledela dérivée:

Enphysiqueil estfréquentdevouloir connaîtrecommentévoluela positionx d’un
corpsaucoursdu temps.Il s’avèrealorsque:

– ce qui caractérisel’évolution de la positionau coursdu tempss’appelle
communémentla vitesse.

– en mathématique,unevariationau coursdu temps(commecelapourrait
l’être aussipour y qui varirait avec z ...), secalculeavec la dérivéenotée
d
dt ; nousaurionsdoncici dx

dt et (
dy
dz ...).

Ainsi, le taux de changementd’une grandeurestcalculableet s’appellela déri-
vée. La dérivéetrouve sonapplicationsurtoutdansles équationsdifférentielles. Ces
dernièressontconstituéesdedérivéesmultiplesdela mêmefonction.

Les phénomènesnaturelscommela chutted’une pierre,par exemple,sontgéné-
ralementreprésentésparuneéquationconstituéededérivéemultiplesdela varibleen
jeu.On parleraalorsd’équationdifférentielle.

Par exemple,pour un penduledont l’angle θ varie au coursdu temps,l’équation
différentiellequi décritsonmouvementsera:

d
dt
� dθ
dt
��� Cste� θ � 0

Cetyped’équationpermetdedécrirele mouvementet estd’usagecouranttanten
mécaniquecélestequ’enphysiquegénérale.� Posonsmaintenantquelquesbasesdecinétique:

Toutesles planètessuivent une orbite. Un des objectifs des astronomesest de
connaîtrela positiondesplanètessur leur orbite (notée �r), leur vitesse �v et leur ac-
célération�a àunmomentdonné.

Cesgrandeursnécessitentd’êtreconnuesenfonctiondu tempst, c’est-à-direune
expressionmathématiquecontenantle temps.

Deplus,il existeunerelationentre �x, �v et �a :

– r estla position: c’estunefonctiondet

– v estle tauxdevariationdex aucoursdu temps,donc: v � dx
dt .

– a estle tauxdevariationdev, donc: a � dv
dt .
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On utilise souvent la quantité de mouvement notéep définiecommela masse
multipliéepar la vitesse: p � mv.

Pourcaractériserle mouvementsur uneorbite, on noteraT la période de révo-
lution c’est-à-direle tempsmis par la planètepour effectuerun tour completde son
orbite.

6.3 Les lois de Newton :

Newtona,entreautre,énoncétrois lois fondamentales.� Loi du mouvementuniforme:

Bienqu’unpremierénoncédecetteloi ait étéréaliséparGalilée,je le cite ici sous
saformedonnéeparNewton:

Toutcorpsisoléestsoit immobile, soitenmouvementrectiligneuniforme.

C’est-à-direqu’en l’absencedetouteforceun objet resteimmobileou continuera
à sedéplacerindéfinimentdansla mêmedirectionet avecunevitesseconstante.� Principe fondamentalde la dynamique:

Le taux de variation de la quantitéde mouvement(d �p
dt ), autrementdit le produit

de la massepar l’accélération estégalen senset en intensitéà la sommedesforces
agissantsur le corpsétudié: m� �a � ∑ �F (m � constante)

Masse.Accélération=Forcesappliquées

C’est de cetteégalitéqueviennentleséquationsdifférentiellesqui permettentde
déterminerle mouvementdesplanètes.

D’ailleurs, nouspouvonsremarquerquelorsquele corpssuit un mouvementuni-
forme(v � constante) ou estaurepos(v � 0 tout le temps)a � 0 on retrouve la pre-
mièreloi. �

F1 � �
F2 � �

F3 ��������� �
0� Loi de l’action et de la réaction :

Pour chaqueforced’action appliquéeà un corps,il existe, au point d’application
decetteforced’action, uneforcederéactionqui lui estégaleen intensitéet opposée
ensens.

Si l’on prendl’exempledel’ascensiond’unefuséevoyageantdansle vide spatial,
l’action d’éjecterdesgazdumoteurversle basentraînele déplacementdela fuséevers
le haut.C’estbienla réactiondela fuséeaumouvementdugazqui la fait sedéplacer.
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FIG. 20 – Recherchedela trajectoireminimalisantSallant deA à B.

6.4 La mécaniquelagrangienne:

JosephLouis deLagrange(1736-1813)était surnommé“Le princede la mécani-
que”parHamilton.Cen’étaitpassansraison,carc’estlui qui aposéla véritablepierre
debasedela mécaniqueanalytique.

Tout d’abord Lagrange se situe dans la lignée d’une longue suite de
mécaniciens: Clairaut,Euler, d’Alembert, ... Maupertuis.TouscontemporainsdeLa-
grange,ils contribuèrentà l’élaborationdela mécaniqueanalytique.

En 1744, les travaux de Maupertuisdégagentle Principe de moindre action qui
permetdedéterminerle mouvementd’un pointmatérieldansun champde forces.

Considéronsle mouvementd’un poidssoumisà la pesanteurle long d’un arc de
trajectoire  AB. On évaluealorsle produitdela quantitédemouvementpar la distance
parcouruesur  AB. On peutainsi montrerquecettequantité,appeléeaction S, peut
être minimale par rapportà tous les autresmouvementsvoisinspassantpar A et B
auxmêmesinstantsrespectifs(tA et tB) et possédantla mêmeénergie.Cettecondition
d’action minimalepermetde déterminerunetrajectoireuniquequi constituealors le
bonarc  AB.

De là, d’Alembert, puis Lagrangeconstruisirentdesrelationsfondamentalesen
calculantle travail desforcesappliquéesaucorpsétudiéet sedéplaçantdefaçonvir-
tuelle le long desdifférentestrajectoirespossibles.En cherchantà minimiserl’action
Scommele faisaitMaupertuis,on finit partrouver la bonnetrajectoireallantdeA à B
avecuneénergie minimale.

En supposantdesforcesdérivant d’un potentiel6 il aboutità la relationsuivante
qui donnel’énergie mécaniquetotaleducorps:! � T � V

où

–
!

: l’énergie appeléeaujourd’huiHamiltonien,

– T : l’énergie cinétiquetotale,

6. commec’estle caspourla forcegravitationnelle: il y a un “potentielgravitationnel” aucentrede
la sphèreterrestrequi représentedefaçonponctuellela matièredela Terre
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FIG. 21– Paramètresd’uneorbiteplanétaire.

– V : la sommedetouslespotentiels.

Enfin, il constituaun systèmed’équationsditeséquationsdeEuler-Lagrange qui
permettentd’obtenir simultanémentla vitesseet la positiondu corps.Dansle casdu
SystèmSolaire,on effectueun changementdevariableenpassantde la position,vis-
tesse,etc. ... aux élémentsosculateurs (voir figureci-dessous)caractérisantmieux le
mouvementorbital desplanèteset dontla listeest:

– a : le demi-grandaxedel’ellipse,
– e: l’excentricitédel’ellipse,
– i : l’angled’inclinaisondel’ellipse parrapportàun planderéférence,
– Ω : longitudedu nœud(angleentreun axe de référencedu plan et l’axe

d’intersectiondel’ellipse et deceplan),
– ω : argumentdu périhélie (angleentre l’axe de référenceet l’ellipse au

Périhélie),
– M : anomaliemoyenne(anglemoyenderotationreliant "CMH et "FMH).

Lesmodèlesmathématiquesactuelsdu SystèmeSolairequi sontutilisésdansles
ordinateurssontbaséssurles6 équationsdécoulantdecesvariables.

6.5 Les équationsSystèmeSolaire :

6.5.1 La modélisationdu problèmeà n corps :

Dansle SystèmeSolaire,la distributiondesmasses,lesvaleursdespositionsetdes
vitessesestparticulière.Cecipermetunerésolutiondu problèmemedesn corpsgrâce
à desméthodesd’approximation.
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Commele Soleil possèdeunemassetrèsimportante,on peutconsidéreralorsque
le systèmeestconstituédedeuxcorpset lesorbitessontképlériennes(ellipses).Mais
l’attraction desautresplanètescréedespetitesperturbationsagissantsurcemouve-
ment.Par ailleurs,le fait quelesplanètessoientapplatiesproduitd’autresperturba-
tions.

Danstouscescas,les équationsdu mouvementd’un astrede coordonnéesx 
 y
 z
serontdela forme: #$% $& d2x

dt2
��' µ x

r3 � ∂R
∂x

d2y
dt2

�(' µ y
r3 � ∂R

∂y
d2z
dt2

�(' µ z
r3 � ∂R

∂z

où:

– µ : estuneconstante,
– R: la fonction de perturbation .

R dépenddescoordonnéesdu corpsperturbateuret desescaractéristiquespropres
commesonapplatissement.R possèdeunefaiblevaleuret si elle s’annuleà un instant
donné,on retrouve leséquationscalculéesdansle casd’un problèmeàdeuxcorps.

Ensuite,l’intégrationde cesystèmed’équationsdifférentiellespar la méthodede
la variationdela constanteinventéeparLagrangepermetd’aboutirauxéquationsdites
d’Euler-Lagrange: #$$$$$$$$$% $$$$$$$$$&

dx
dt
� 2

na
� ∂R
∂M

de
dt
�*),+ 1 ) e2

na2e
� ∂R
∂ω � 1 ) e2

na2e
� ∂R
∂M

di
dt
� ) 1

na2 sini + 1 ) e2
� ∂R
∂Ω � cosi

na2 sini + 1 ) e2
� ∂R
∂ω

dΩ
dt
� 1

na2 sini + 1 ) e2
� ∂R

∂i
dω
dt
�-+ 1 ) e2

na2e
� ∂R
∂e
' cosi

na2 sini + 1 ) e2
� ∂R

∂i
dM
dt
� n ' 2

na
� ∂R
∂a
' 1 ) e2

na2e
� ∂R
∂e

où les variablesa 
 e
 i sontditesvariablesmétriqueset Ω 
 ω 
 M sontappeléesva-
riablesangulaires.

Enfin, on aboutià l’expressionde l’hamiltonien
!

qui correspondà l’énergie du
systèmeétudié: ! � µ

2a
� R

Dansle paragraphesuivant,il estdémontréquele problèmeà n corpsestdeceux
qui peuventêtredécritavecun hamiltonien.

6.5.2 Forme harmonique du potentiel desperturbations :

La théoriedesperturbationsa pour but détudierle mouvementd’une planètePi

de coordonnéesxi 
 yi 
 zi sousl’influence du Soleil situéau centredu repèreet d’une
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planètePj . Lesmassesmi sontexpriméesenmassesolaireet r i , r j correspondentaux
distancesPiS et PjS et r i j

� PiPj . Alors, les équationsdesn corpsvuesprécédement
deviennentpourla planètei selonchaquecoordonnée:

d2xi

dt2
� ' G . 1 ' mi / xi

r3
i0 132 4

Termedu mouvement képlérien

� ∑
j

Gmj 5 x j
' xi

r3
i j

' x j

r3
j 60 132 4

Ri j : termede perturbation

NousallonsmaintenantmontrerquecefameuxtermedeperturbationRi j possède
deuxparticularités:

– Ri j estunpotentieldontl’ensembledesforcesdeperturbationTi j dérivent;
– Ri j peutêtremissousla formed’unesommedefonctionspériodiquessinu-

soïdalesdontcertainstermessontà l’origine dela modificationdesorbites
képlériennes.� Ti j dérivedupotentieldepertubationRi j :

Dire queTi j dérivedupotentieldepertubationRi j équivautàécrire:

Ti j
� dRi j

dr i

�87 Ri j
�:9 Ti j dr i

Grâceà cette intégrale,nousobtiendronsune nouvelle expressionpour Ri j . En
sommantlesRi j destrois coordonnées,le potentiels’écrit:

Ri j
� Gmj 5 x j

' xi � y j
' yi � zj

' zi

r3
i j

' x j � y j � zj

r3
j 6

et Ti j estla formedérivéedeRi j .

oùd’unepart:

r2
i j
� . x j

' xi / �;. y j
' yi / �;. zj

' zi /<
 donc:
∂ = r2

i j >
∂xi

� 2 . ' 1/ . x j
' xi /

2r i j
� ∂r i j

∂xi

��' 2 . x j
' xi /

∂r i j
∂xi

��' x j ) xi
r i j7 x j ) xi

r3
i j

�(' 1
r2
i j ? ∂r i j

∂xi7 = x j ) xi >A@ = y j ) yi >A@ = zj ) zi >
r3
i j

�B' 1
r2
i j ? dr i j

dr i

et d’autrepart:
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r2
j
� �r j

� �r j
� x2

j � y2
j � z2

j
d =��r j C �r j >

d �r i

� 0
or 
 la dérivéenedoit pasêtrenulle
 doncessayons:
d =��r i C �r j >

d �r i

� �r j ? �r iD �r i
D � x j � y j � zj 
 ainsi:

x j @ y j @ zj

r3
j

� 1
r3

j ? d =��r i E �r j >
dr i

donc:

Ti j
� Gmj 5 ' 1

r2
i j ? dr i j

dr i

' 1

r3
j ? d .F�r i

� �r j /
dr i 6

enfin,on trouveRi j enintégrantTi j :

Ri j

Gmj

� 9HG ' 1

r2
i j ? dr i j

dr i

' 1

r3
j ? d .I�r i

� �r j /
dr i J dr i��' 9 dr i j

r2
i j

' 1

r3
j

9 d .I�r i
� �r j /�B'BK ' 1

r i j L ' �r i
� �r j

r3
j

d’où la nouvelleexpressiondeRi j :

Ri j
� Gmj 5 1

r i j

' �r i
� �r j

r3
j 6

La forceTi j dérive d’un potentiel (ici Ri j ), donc le problèmeà n corps estha-
miltonien.� Ri j estunesommedefonctionspériodiques:

Onappliquela définitiondu produitscalaireà �r i
� �r j :�r i

� �r j
� r ir j cosSi j , où Si j estl’angle entrelesvecteurs�r i et �r j .

Ainsi :

Ri j
� Gmj 5 1

r i j

' r ir j cosSi j

r3
j 6

On constatequeRi j estunefonctionpériodiqueet l’on peutla décomposerenune
sommedetermessinusoïdauxgrâceauthéorèmedeFourier:

Ri j
� A . ai 
 a j 
 ai 
 a j 
 ai 
 a j /
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� ∑
j1 j2 j3

B j cos� j1ωi � j2ω j � j3 . Ωi � Ω j / �� ∑
j1 j2 � CMCMCCj sin� j1Mi � j2M j � j3ωi � j4ω j � j5 . Ωi

' Ω j / �
Souscetteforme, Ri j possèdeun très grandnombrede termesdont on sait, par

calcul, quecertainspossèdentun coéfficient important(ici B j et Cj ) qui trahit alors
uneimportanteperturbation.En regardantla périodecorrespondantà ce terme,on a
alorsuneidéedela fréquenceà laquelleà lieu cetteperturbation.

Ainsi, ces termes semblent indiquer que le SystèmeSolaire est instable car
certainsélémentsdesorbitesprennentunegrandevaleurqui modifieraitalorsconsidé-
rablementleur trajectoire.
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