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FIG. 1 - Orbite planétaire danslaquellele Soleiloccupeun foyer

1 Intr oduction:

Depuisla nuitdestemps)’hommeatoujoursrévéde perfectiondanssareprésenta-
tion dela nature Graceauxavancéeeslesmathématiquesl, mit enjeutouslesmoyens
gu’il avait.

Mais certaingproblémesestaientoriacesarla théorienes’accordaipasavecles
mesureslls étaientalorsconsidérésommedeséchecglela toutepuissantescience.

C’était sanscomptersurla présencelu chaos...

2 Elémentsde mécaniqueceéleste;

2.1 LesloisdeKepler:

Grace aux mesuresde Tycho Brahé, JohannesKepler (1571-1630)a établi
3 lois fondamentalesqui décriventle mouvementdesplanétesdu SystemeSolaire.
Sanspourautantdonnerl’explication physiquede la causede cesmouwementsglles
jettentlesbasesiela mécaniqueséleste.

e Premiergloi ; Lesorbitesdesplanetessontdesellipsesdantle Soleil estl’'un des
fo QgpwsKepleu estconsidéregquetoutesles planetesunventce type de mouve-

ment.L orbite elliptique explique le mouvementapparentueles planétesiécrivenet
dansle ciel.

e Seconddoi : Pour chagueplanétele rayonvecteurbalayedessurfacesegalesen
destempsegaux(loi desaires)

Commele montrela figure 3, pourquecetteloi soitrespectéda planétedoit sedé-
placertrésvite lorsqu’elleestprochedu Soleil (périhélie)et pluslentementorsqu’elle
enestloin (aphélie).C’estbience qui estconstaté.
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P3

FIG. 2 —Représentatiodela loi desaires.

Ceciestaisémenbbsenable: enmesuranta vitessededéplacemend’'une planéte
par rapportau fond du ciel, nousconstatongju’elle n’est pasconstanteDe plus, la
vitessede la planéteestplusimportantelorsquecelle-cisetrouve (lescalculsdonnent
une correspondancentrela positionde I'astre sur sonorbite et une date)prochede
sonpérihélie.ll y adonccohérencentrelescalculsetlesmesures.

e Troisiemeloi : Le cubedela distancemoyennel’une planeteau Soleil estpropor-
tionnelau carré dela périodederévolutionsidérale.

Si l'on posea; le demi-grandaxe! et T; la périodede réwilution sidéraled’une
planétel, onaura:

3
a

—12 = Cste
Ty

Mais cetteconstanteétantla mémepour toutesles planétes(g—rnfr doncindépen-
dantedela planete)|l vient:

3 3 3
ﬁ—i—&— — Cste
2_T2_T2_"'_
Tl 2 3

On peutalorscalculerla distancemoyenneau Soleil d’'une planéteseulementn
connaissangaperiodederéwlution.

2.2 La gravitation de Sir IsaacNewton:

BienentenduNewton (1642-1727n’estpasseulementhommequel’on imagine,
surlatéteduquelesttombéeunepommeet a partir delaquelle(téte!) I'idée novatrice
d’uneforceintrinséqueala matiéreestnée: la forcegravitationnelle.

1. Voir acesujetl'annexe surla mécaniqueau$ 6.1.
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Voici 'énoncédela loi dela gravitation universellequia310ans:

Chaqueparticule de matiere de I'univers attire toutesles autres avecune force
directemenproportionnelleau produit desmasseslesdeuxparticulesmisesenjeu et
inversemenproportionnelleau carré dela distancequi lessépae.

My
F=G 2

ou lesgrandeursontdéfiniespar:

— F : laforced’attraction,

— M etmp : masseslesdeuxcorps,

— G : constantalela gravitation universelle,
— r: distanceentrelesdeuxcorps.

2.3 L’espacedesphases Sectionde Poincaré:

Henri Poincaré mathématicierfrancaisde génie (1854-1912) était plutdt quel-
gu’un qui travaillait enlaissantouer sonintuition, élaborantsouventunereprésenta-
tion mentaledesproblémegout enarpentansonbureau.

Il fut al'origine d’unenouwelle mathématiqu@ourla résolutiondeséquationglif-
férentielles.Saméthodeconsistaita appréhendele problémenon pasde faconprag-
matiqueen cherchant détermineta positiondu systemeétudié,maisa I'aide d’un
espacebstraitappeléespacadesphases

Dansle casd’'un mobile sedéplacant|'espacedesphasesa deuxdimensionge-
présentergavitesseenfonctiond’unede sescoordonnéess parexemple.Ainsi, pour
un pendulea tige rigide ce serasavitessede rotationenfonctiondel'angle qu'il fait
avecla verticale.

On réunissur un mémeschémaplusieurslancersfaits avec desanglesde départ
différentsd1, 6, 03, ... Aprésle lacher la vitessedu penduleaugmentet'angle dimi-
nue: lescourbessontdonctracéesentournantensensinversede celui d’'unemontre.

Cetespacalesphase®stvisible surla figure 5. On peuty distinguerdeuxcatégo-
ries de courbes descerclesconcentriquegl) et deserveloppes2) qui englobente
groupede cercleset qui seprolongentsurlesbordsdela figure.

e Le premiertype (1) correspondiuxmouvementsde balancementdu pendulepour
différentesamplitudesll y a deuxsituationsremarquablesu le pendulepeutsetrou-
ver et qui permettentletracercescourbes

— Lorsquele poidsarrive enbas(6 = 0), la vitessederotationestmaximale,

— Quandle pendulesetrouve le plusloin desapositionverticale(8 = Bmay),
il s'arréteavantderebroussechemin.
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FiG. 4 — Exemplgchaotique)d’une sectionde Poincaré.

e Le secondtype (2) ressemble une suite de vagues.ll représentdes casou le
penduleeffectuedestours complets: savitesseestgrande(ce sont les bosses)ors
desespassagea la verticale(poidsenbas)et estminimale (maisnonnulle) lorsqu'’il
setrouve “téte” enhaut(cesontlescreux).

Aussi,pourmieuxcomprendrda dynamiquedu systémeety percevoir le chaosjl
repéraesintersectionslela courbeavecun plandisposéerpendiculairemeritla tra-
jectoirequ’elle dessineChaquentersectiorfait apparaitrain point sur cettesurface.
L’ensembledes points ainsi formés produit des formes aussiétrangesque simples.
C’estla sectionde Poincaré.

Ainsi, sur la figure ci-dessuspn peutvoir qu’'un mouvementréguliermontreun
point uniqueou une figure fermée(pour des mouvementspériodiques)oujoursau
mémeendroitsurla section.Tandisqu’'un mouvementirrégulier ou chaotiquefait ap-
paraitreunemultitudede petitspointstousa desendroitsdifférents.
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Viletse angulalre

FIG. 5—Espaceadesphasesd’'un pendulerigide.

3 Exemplespratiques de chaos:

Nousallonstenterd’appréhendece qu’estle chaosatraversquelquesxpériences
simplesmettanten ceuvredesprincipesfondamentauxiela mécanique.

3.1 Deuxhistoiresde pendule:

e Pendulea tige rigide motorisé:

Sil'on prendun penduleattachéarunetige rigide (unfil defer) etentraingarun
petitmoteurdonnantpériodiquementin petit élanau systemepn peutalorsconstater
la présenca&lu chaosdansle mouvement.

Chaquefois quele penduleterminesacourselorsqu’il esta la verticale (téte en
haut)et s’arréte plusieurssituationspeuventseproduire:

— Il peutreprendresonmouvementde rotationdansle mémesensqu’il est
arrivé; soit parcequesoninertiel'y entraine soit a causede I'impulsion
fournieparle moteur

— Oule pendulepeutinverserle sensde sacourseet repartirdu cétéd’ou il
vient.

Donc a chaquefois que le pendule est dans cette position verticale avec
Vangukire = 0, il ale choix entredeuxmouvementspossibles les courbesde'espace
desphasesedivisent(la courbesedivise pourformerla “vague”etla brancheallant
croiserl’axe horizontaldu repere).

Leszonesdénotandu chaossontcellescomprisesautourdu point de bifurcation:
savoir quelleoptionva pendree penduleestimpossiblea prévoir.
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FIG. 6 — Shémad'un pendulemagnétisé.

e Pendulemagnétisé

La manipulationestprésentéelansla figure 7bis. L’'aimantjoue le rdle d’une se-
condeforce créantainsiun systememécanique deuxdegrésdeliberté.

Par nature cestypesdesystemesontchaotiqueslLors despassagedu penduleau
voisinagedel'aimant, I'action de cedernierinfluenceplus ou moinsle mouvementdu
pendulequi estalorserratique.

3.2 Ecoulementd’un fluide autour d’un obstacle:

Lorsquel’on fait coulerun fluide dansun canalet gu’il y rencontreun obstacle,
on peutmettreen évidenceavec un colorantdeszonesde tourbillons situésderriere
I'obstacle.

C’est I'expressiondu chaoscar le mouvementd’une brindille seraimprévisible
dansceszones.

Aussi,remarquons-nougu’enlancantdeuxbrindilles ala suiteavecdespositions
dedépartégerementlifférentesgllesne suventpasla mémetrajectoire.

3.3 Le penduledouble:

Considéronsun pendulede deuxmassediéesentreellesparun fil etl'ensemble
attaché|a un support(voir figure9).

Le chaosintrinséquea ce systéemeestalorssimplea mettreen évidence il suffit
delancersuccessiemente penduleavecdesanglesdedépartiégerementifférentset
I'on constatequeles mouvementdesdeuxlancerssontdifférents.
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FiG. 7—Tourbillonsdeturbulencedansun fluide
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FIG. 8 — Shémadu penduledouble
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C’est-a-diregu’apresl5secondedemouvementorsdupremiedancer onconstate
gu’auboutdela mémeduréeorsdusecondancerl’anglerepéréveclaverticalen’est
pasdu toutle mémequ’aucoupprécédent.

3.4 Définition caractérisantle chaos:

¢ |l semblequel’on peutdéfinirle chaos parlesphénomenepourqui descondi-
tions de départ peu différentessuivront desmouvementstotalement différents:
c’estla sensibilitéaux conditionsinitiales.

e Mais celane paraitpasétrela seulecaractéristiqueAussia-t-onconstatdors
de simulationsnumériquegjue la précisionlimitée desdonnéede départ(position,
vitesse,...) induisaitdesrésultatginaux qui n’étaientpasvalides.Ce caractergropre
auxsystemeslynamiques’appellelincertitude aux conditionsinitiales.

Ainsi la conjugaisonde cesdeux effets a pour conséquencd’imprévi-sibilité
du mouvementdu systemea long terme.

3.5 Le problemedes3corps:

Depuisla naissancale la mécaniquede Newton, le problémedestrois corpsen
interactionfait soufrir les mathématiciensD’Alembert, Laplace,Lagrangeet bien
d’autresne purenttrouver de solutionexactemaisseulemenaffiner le modélemathé-
matiqueexistantalors.

Ainsi, lorsqu’il faut considéreille Soleil, ses9 planéteset les astéroidesla com-
plexité du problémerendimpossiblesarésolutionpardesméthodeglassiques.

De nosjours, les astronome®nt recoursa la simulationnumériqgue Les graphes
d’espacalesphaseglieu d’étudeetd’analyseprivilégié desproblémesledynamique)
font alors apparaitregoute I'information nécessaire la déterminationde I'état d’'un
systéemeanmécaniqueuninstantdonné Onpeutalorssavoir siunsystemeastchaotique
ou non.

Néanmoinsil estaujourd’huiadmisqu’il n’existe pasde solutionanalytique(une
belle solutiondu genrex = ...) auproblemedestrois corps.

En effet, les perturbationscommela résonancerbitale entre planétesviennent
modifierlestrajectoiresce qui rendimprécisle modeélemathématiqueitilisé.

Le phénoméneale résonancestcaractériségar le rapportT; /T, despériodesde
réwlutionsassociéeauxdeuxplanetesionnantieu a cetévenementedondant.

Par exemple,siI'on dit quecertainsastéroidesontenrésonance/5 avec Jupiter
c’estqu’il faut2 réwlutionsa celle-ciet5 réwlutionsauxastéroidesutourdu Soleil
pourquelesastéroideseretrouventde nouveaule plusprochede Jupiter

Alors Jupiterperturberalefaconrépétitve le mouvementdesastéroidesoncernés
parlarésonance.
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4 Le SystemeSolairerempli de chaos? .

4.1 La Lune etlesdéboiresde Newton:

Celafait longtempsquel’lhommea cherché préwir les phaseslela Lune autant
pourle bonvouloir desrois quepourlesnécessitédelareligion.

e Lespremieresmesures:

C’estd’abord Aristote, puis Ptoléméequi postulague la Lune était un astrequi
tournaitautourdela Terre.

A partir de sesnombreuse®bsenationsil arriva a la constatatiorsuivante: en
supposangue l'orbite de la Lune n’est pascirculaire,la positionou elle se trouve
étrela plus prochede la Terre ne restepasfixe au coursdu temps.Ceci s’explique
aujourd’huiparle fait quel’ellipse décrite par la Lune effectueune lenterotation.

e Les perturbations dela Lune:

La Lune subit donc desaccélérationset desdécélérationsmensuellesConcre-
tementlesastronomegbsenaientque:

— lapositiondespremiersetderniergquartiergquadraturesg¢stendecaetau
deladecellecalculéeparlesastronomeslel’époque;

— lapositiondela pleineLune(PL) etdelanouwelle Lune(NL) estparcontre
bienprévisible.

Aussilesmesureglela positiondela Lune nousdonnent-ellesesindicationssui-
vantessursesvariations

Desvariations del'inclinaison de sonorbite :

— Durant 1/3 de sadurée de révolution, la valeur de l'inclinaison estde
4958'30".
— Les2/3du tempsrestant,elle vaut 5°17'30".

Enfin, la Lune voit sacourseralentie en hiver et accéléréeen été.
D’autre part, Tycho Brahéa mis en évidenceuneinfluence d’origine solaire qui
fait sedéplacet’orbite dela Luneparrapportauplanmoyendela Terre:

— laligne desnceuds tourneen18.61ansversl’ouest,
— laligne desapsides tourneen8.85ansversl’est.

2. Lignedesnceuds axe d’intersectionentrel’ellipse forméeparI'orbite d’'une planéteetla surface
deréférence elle sontécartéeslel’angle d’inclinaisoni.

3. Lignedesapsides axe joignantle périhélieetI'aphélie.Voir le chapitresurla mécaniquéagran-
gienne.

10
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FiG. 9 — Variationsdel’excentricitédela Lune

Onsereporteraala figure du paragraphsurla mécaniquéagrangiennejui repre-
senteles élémentorbitaux.

e La puissancedesmathématiques:

Il fautattendreNewton, audéhut du xviii€siécle,pouravoir unedescriptioralgé-
briguedu mouvementdela Lune.Cettederniéregpermettaitde prédirelespositionsdes
“lignes™2 étudiéegpar TychoBrahé.

Cesrésultatsspectaculairesntierementéduitsde la théorie,expliguentde ma-
niereremarquabld’un desaspectdes plus déconcertantdu fonctionnementlu Sys-
temeSolaire: le mouvementde la Lune suit plusieurs cyclesbien définis.

Mais il subsistaitoujoursuneerreurentreles calculset la positionréelle.Autre-
mentdit, laformuledeNewtonnecorrespondraiju’aupremierdestermesd’unesérie.
Ainsi, le gouvernementnglaiset plusieurssociétésscientifiquesd’Europepromirent
derécompensda démonstratiomui €limineraitle fameuxécart.

Par la suitede nombreuxmathématiciengt astronomese pencherensurle pro-
blemedela Lune.Parmieux,Clairaut,d’Alembertet Euler. Cedernierfinit parobtenir
un systémede 3 équationdifférentiellesdu secondordre.Bien que Clairautl'aida a
corrigécertainsprobléemesEulerdutlui aussiadmettresonéchec.

VinrentensuiteLagrangeet Laplace(1760)qui expliquérent’éloignementlent et
progressifde la Lune par rapport ala Terre a partir durenflementdela surfacede
la Terre(phénomenale marée)et les variations oscillantesde I'excentricité duesa
I'influence gravitationnelledesautresplanétes.

Plustard,Hill etDelaunaypartantd’unesolutionsimpledu problémeatrois corps,
adopterentine méthodede calcul qui considéraita superpositiormathématiqueles
ondulationsetdéplacementdela ligne desapsidest desnceudsCe modelefut amé-
lioré parBrown au x x€siécle,ce qui permitle succeslesmissiondunairesAppollo.

11



Le chaosdansle Systemé&olaire Mai 2000

Pourtantde nos jours encoreet malgré les avancéesmathématiquesoute pré-
diction a long terme de la position de la Lune resteimprécise Le mouvementde
notre satellitecontientdonc une part erratiquequi lui confereunetrajectoirevariant
chaotiqguementlansunemoindremesurgvoir figure 10).

4.2 Poincaré ala recherchedela stabilité du SystemeSolaire :

e Parti pour un concoursde mathématiques:

Au coursdu x1x€siecle la traditionvoulait quelessolutionsde problemesnathé-
matiquessoientgrassementtcompenséef’estalorsqu’al’occasiondu soixantieme
annversaired’Oscarll, alorsroi de Suedeet de Norvege,unesériede problemedut
proposégardespersonnalitéslu mondescientifique.

CarlWeierstrasgmitla propositionde résoudrade faconrigoureusda polémique
posee30 ansauparaantparDirichlet concernanta stabilité du Systemé&olaire. Cette
derniérereposaitsur la natureincomplétedessolutionstrouvéesa partir d’équations
différentielles.

En 1858, Dirichlet affirma que le SystemeSolaire était stableet il annoncapeu
avantsamortqu’il avait trouvéunesolution.Elle étaitbaséesurdessériesdéduitesde
la théoriedesperturbation®t qui étaientcorvergentesc’est-a-direqu’ellesfinissaient
toujourspar prendredesvaleurfinies.

Henri Poincarédécidade s’attelera la tacheet ce fut I'occasionpourlui de déve-
lopperuneapprocheaéwlutionnairedela mécaniquest de sesmathématiques.

e Les étonnantsrésultats de Poincaré:

Lorsqu’il présentasestravauxaujury, celaeutun retentissemertorsdu commun.
Il dit qu’ “aulieu d’embrasserdanssonensemblée déplacemenprogressifd’un phée-
nomeneon cherche simplemené relier chaqueinstanta I'instant immédiatemerdn-
térieur On admetquel’état actueldu mondene dépendquedu passée plus proche
sansétre directemeninfluencépour ainsi dire, apréesle souvenird’'un passdointain.
Gracea cepostulat,aulieu d’étudierdirectementoutela successionle phénomenes,
on peutsebornera endécrire 'équationdifférentielle”.

Aussiajouta-t-il: “Ne peut-onpassedemandessi 'un descorpsresten toujours
dansune certainerégion du ciel ou bien s’il pourra s’éloignerindéfiniment si la
distancede deuxcorps augmentes, ou diminuem a l'infini, ou bien si elle restea
compriseentre certainedimites?Ne peut-onpasseposermille questiongle cegente,
qui semont toutesrésoluesquandon saura construite qualitativementes trajectoires
destrois corps?”

A cetendroit,Poincarésous-ententiélaborationd’espacesie phasé qui étaitin-
faisabledansles cascompliquéscommeceluidestrois corps.C’estainsiquePoincaré

4.\Voir paragraph@.5

12
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vint a constateque certainessolutionsamenaient destrajectoirescompliquéesCar
les sériesmathématiquesonstituantes solutionsdivergeaient(prenaientune valeur
infinie).

Si leséquationgiécrivantun systemedetrois corpseninteractiongravitationnelle
permettent!’établir unerelationbien définieentrele tempset la positiondescorps,il
n’existe pour autant pasderaccourci de calcul ou de formule magiquepermettant
de prédire les positions a long terme. La conséquenceétait la divergenacedes
sériesdéduitesde la théorie des perturbations. Les systemedNewtonienslaissent
alorsunegrandeplacea l'imprévisible.

Cependant, le probleme destrois corps admet des solutions approximatives
aussiprécisesque I'on veut: le calcul despremierstermesd’'une sériedonneune
réponsesatishisante Seulemenbn ne peut calculer que pasa pasla futur e position
del'astre.

e Sensibilité aux conditions initiales et incertitudes:

Par ailleurs, Poincarédécouvritque les trajectoiressuivies par deux points tres
prochesaudépartpouvaienttout autantresterconstammenoisinsqueseseéparetres
vite.

Cesdeuxoccurenceseprésententansla sectionde Poincaréespectiementpar:

— despointsremplissanta mémezone,

— despointsdispersés la trajectoireerre au hasardsansjamaisrepassenu
mémeendroit.

Cecis’appellela sensibilité aux conditions initiales. Il s’avérequela mesuredes
parametresnitiaux (vitesseet positionde départ...) possédaine précisionlimitée:
c’estl'incertitude sur lesconditionsinitiales. C’'est-a-direquede petitesdifférences
dandesconditionsnitialesengendrentletresgrandeglifférenceslandesétatsfinaux
correspondantla prédiction devient alors impossible

Ainsi, les questionssouleséeslors de I'étude de la Lune 150 ans plus t6t sont
transportables la quasitotalité dessystemeshaotiquegju’il s'agissed’un pendule
magnétisédel’écoulementd’un fluide ou du SystemeSolaireenentier

Onconstatejuela stabilité du SystemeSolaire estintimementiéeauphénomeéne
de résonance(voir §4.3).

C’est-a-dire que les termes d’interaction subtils et cumulatifs dus a la réso-
nanceserenforcent mutuellement et deviennenttres influents.

e Le dénouementde la stabilité du SystéemeSolaire:

Par la suite,en 1913, Sondmartrouva une solution particuliéreau problemedes
trois corps(analoguei celuidu SystemeSolaire)unanapreda mortde PoincaréBien
guecederniere(tdéjaconnaissancde cettesolution,il la savait sansintérétcarelle
s’exprimeal’aide d’'une sériecorvemgentemaisdefacontreslente.

En1954 Kolmogoro provenantd’unelonguetraditiondemathématiciens-mécaniciens
russesvait élaboréuneméthoded’étudedesespaceslie phasesomplece. Il fallut at-

13
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tendrel963avec Arnold, éléwe du précédentet Moserqui trouverentquelquessolu-
tions stablespour le SystemeSolaire.Les travaux des3 hommesaboutirentau théo-
remedu KAM (Kolmogoror-Arnold-Moser)datantde 1960.

lls conclurenguela corvergenceounondessérieautiliséespourdécrirele mouve-
mentdestrois corpsdépenddesconditionsinitiales. Tandisque Poincaréavait étudié
seulementesconditionsmenanta la divergencedesséries.

En guisede conclusionnouspouwnsconnaitrecommente chaoscohabiteavec
desmouvementgériodiquesiansle SystemeSolaire.

— larégularité :
elle semanifestepardetreslentesetinfimesmodificationsdel’excentricité
del’orbite quivariesouslinfluence despertubations.

— le chaos:
il s’exprime par de brusquewariationsde I'excentricité(et d’autrespara-
metres)jui écarteconsidérablemenésplanetesieleurtrajectoireinitiale.

Ainsi, Poincaré&évélala véritableportéedeslois newtoniennesll mit enévidence
toutela compleité qui étaitenfouiedepuisdeuxsiéclesdandeséquationslu Systeme
Solaire.

Le tempsétaitdoncvenude recherchete désordredansle ciel apresquel’'on y a
si longtempscherchda régularité.

4.3 Mais d’'ou viennentlesastérides? :

e Intr oduction:

SituéeentreMars et Jupiter a la fois influencéepar cettederniéreet le Soleil, la
ceintured’astéroidepossedeinepositionbienparticuliereauseindu SystemeSolaire.

On ne pouait trouver meilleur endroitpourrecherchedestémoignageslu chaos
dynamiqueque Poincaréavait entresu dansseséquations.On comptaitnotamment
vérifier la réglede Titius®.

e Orbite de Céres:

Décou\ert parun moinesicilien GiuseppePiazzien 1800,Cérésa étéun despre-
miersastéroides attirer’attentiondesscientifiques.

Piazzil'obsena pendantun mois, puistombamaladeet ne pu faire qu’'une seule
obsenation avantquel’objet ne s’approchedu Soleil. Il fallait doncretrou\er I'asté-
roideapréssasortiedu halosolaire,c’est-a-direreconstituesonorbite.

Carl FriedrichGaussentreprita 'age de 23 ansderelever ce défi attrayantll mit
enceuvresesdonsexceptionnelsauservicedela mécaniqueéleste préwir uneorbite
defaconsatistisantea partir d’'un petitnombrede données.

5. Loi donnantia présenc®u nond’une planéteselonla distanceau Soleil.
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Le graphe du nombre d'astéroides en tonction de la distance du Soleil pré-
senie des lucuncs : peu d'astéroides ont des orbites doni les périodes corres-
pondent & des fractions simples de la période erbitale de Jupiter, telles que 1/3,
25, 3T et 11X

FIG. 10— Lacunesnastépnidesmisesenévidencepar calcul.

L’objet fut retrouvéa moinsd’'un degré de sapositionprévueet Piazzile nomma
Céresdunomdela déesserotectricedela Sicile.

D’autresastéroidesommePallasou Vestafurentensuitedécouwerts.En 1890,0n
endénombraitdéja300.

e La ceinture d’astéroideset sesbhizarr eriesdynamiques:

De nosjours,on compteplusde 5000 astéroidegt'on pensejuela ceinturedoit
encontenirun million mesuranplusde 1 km dediametre.

Tous cescorpssubissenta la fois 'attraction des planétesimportantes(surtout
Jupiter)etdu Soleil et sontdoncconstammentirésdansun senspuisdansl’autre: les
orbitesdécritessontalorspassablemeragitées.

Ainsi, rien n’interdit quele cumul de cesperturbationsmineurespuissentprovo-
quer de radicalesmodificationsde leur mouvement.L'étude par Kirkwood en 1857
montrequele nombred’astéroidevarie étrangemenén fonction de leur distanceau
Soleil. En étudiantle demigrand-ae a desorbites,il constataque pour certaines/a-
leursdea, il N’y avait quetréspeud’asteroidestandisqu’ad’autrescorrespondaitine
grandepopulationde cescailloux.

Il put ainsi conclurequetrespeud’astéroidepossedaientine périodeprochede
1/3,2/5et1/2 decellede Jupiter

Cesvidessontobservésuxdistanceslu Soleil pourlesquellese rapport entrela
période de I'astéroide et celle de Jupiter estune fraction simple. Par exemple,un
objetd’orbite derayon2,5fois la distanceTerre-Soleilaccomplirait selonlescalculs,
3 réwlutions pendantque Jupitern’en ferait qu’'une seule.On dit alorsquecetastre
serait dansune résonance3/1.

Dans cesconditions, I'astéroide et la planéte seretrouvent périodi-quement
prochesl'un de l'autr e. Cescoincidencesépétéesproduisent des effets gravita-

15



Le chaosdansle Systemé&olaire Mai 2000

tionnels qui se renforcent au cours du temps:
ils déplaceraiensufisamment’astéroidepour modifier I'excentricité de son orbite
etdécalersapositionobservédinsi seseraientconstituéedeslacunes

Maisil y adessituationsoule phénoménebservéestdifférent:

— Dansle casdela résonancd/1 et 3/2 qui correspondespectrementaux
astéroideslroyenset Hilda: danscesdeuxrésonancedl y a un exces
d’astéroides

— LesrésonancedeKirkwoodn’expliquaientpascommentesorbitesétaient
modifiéesaussispectaculairement.

C’est pourquoi,il entrepritplutdt une obsenation de I'évolution sur de longues
périodes.

e Etude alongterme dela ceinture d’astéroides::

Ainsi, 'une despossibilitéspour étudierla stabilité de I'orbite desastéroide®st
d’examinerleur éwlution surdelonguespériodesLespremieresentatvesreposaient
surun passagea la moyennedesexpressiongnathématiquedéduitesdela théoriedes
perturbations.

C’estcommelorsqu’onprendune photolongueposede la surfacede la mer qui
avecle mouvementpermanentiesvaguescréeunesurfacelisseet épaissePar consé-
quent,'absencale sautsdansla moyenneseraitsignede stabilité.

Or Poincaréavait démontrdesinsuffisanceglela théoriedesperturbationsAlors
lesastronomeshercherenta sourcede ceslacunesdansl’origine dela formationdu
SystemeSolaire.

Pourcela,ils utiliserentdesordinateursvecdesméthodesnathématiquedonnant
un nouweautyped’approchedela dynamiquequi incluaitle chaos.

Il ressortitdesétudesnumériquedaitesdansl’espacedesphasesquece dernier
sedivisaitenrégionsde comportementséguliersetd’autresliéesauxcomportements
imprévisibles.

Mais les calculsnécessitaientinetelle puissancejueles prévisionsont étéfaites
surunepériodede 10000 ans.De plusrien ne garantissaitjue cetteduréeétait suffi-
santepour mettreen évidencdes modificationsspectaculairessquantd’affecterles
orbites.

Par conséquentyn ne pouvait pas définitivementdir e sileslacunesde la cein-
ture étaient duesa desastéridesqui auraient été chassésll fallait doncretenir
danslescalculs seulementles contributions aux tendancesa long terme et les ef-
fetsderésonance

e Jack Wisdom et le raccourci versle chaos:
A la fin desannéessoixantedix,J. Wisdom fit une thesesur I'application de la
dynamiquechaotiquea la mécaniquecélestell élaboraunetechniquequi permettait

defairecalculerplusrapidementesordinateurgracea un substitutmathématiqueui
remplacaites équationgdifférentiellesclassiques.
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FIG. 11— Puitsdepotentieldd’'un systematroiscorps.AuxpointsP; etP,, le troisieme
astre setrouveenéquilibre instable

D’autrepart,il obsenalesfiguresdessinéesurla sectiondePoincaréetnonpasla
trajectoiredansl’espacedesphasesWisdomfit I'étude desastéroidesituésproches
de la résonances/1, Ia ou le déficit estle plus important.ll la peuplade 300 astres
fictifs, puisobsenaleur devenir.

Il put ainsi découvrirgue certainespositionset vitessesinitiales donnaientlieu
a destrajectoiresdont'excentricitévariait peuet régulieremenet que pour d’autres
conditionsdedépart)esorbitesvoyaientleur excentricitésubirdebrusquewariations.

Il décidaalorsd’évaluer la probabilité pour gu’un astéroidesoit expulséde son
orbite initiale. Il dressaunecartedétailléede I'espacedesphasesorrespondanaux
régionschaotiqueslesorbitessituéegprochesela résonanca/1.

Wisdom conclut que Jupiter induisait une zonechaotique définie par une cer-
taine gamme de positions et de vitessesinitiales ; ainsi deux particulespossedant
desparametresitiaux presquesdentiquesfinissentpardécriredesorbitestresdiffé-
rentes.

Il calculaquel/5-iémedesastéroidesituéssurla résonanc&/1 peuwentvoir leur
orbitechanged’ici undemi-milliond’annéespuisfinir pars’écrasesurla Terre.Ceci
expliqueraitl’origine desmétéoritegjui proviendraientdela ceinture.

Donc, ceseraientdesaspirations gravitationnellesfaisant suite a une situation
derésonancequi auraient crééleslacunes Jupitem’étantal’origine delarésonance
gui provoquedetelscroisements.

e Les prévisionsgagnentde la précision:

Une desconséquencede la présencalu chaosdansla mécaniquecélesteestque
la précisiondescalculssedevait d'étre plusimportante En effet:

Desboulesde billard lancéesa partir de positionspresquesdentiques finissent
par avoir unetrajectoire tres différenteapresquelquegebondsC’estla mémechose
lors desitérationsd’'un programmeinformatiqueou la précisiondesdécimalegos-
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FiG. 12— Etudedel’excentricitéd’astéoideshypothétiques.

sédeunelimite.
Il y a alors accumulation des erreurs. Ceci est conforté par ce qui avait été
constatéarPoincaré.

A causedu chaos,l fautdonccompteravec les effets cumulésde I'amplification
deserreursd’arrondi et de la rapidedivegencedestrajectoires,qui au départsont
voisines.

e J122etle chaosstable:

Il existe plusd’un astéroidejui possed@in comportemenintrigant.En 1992 ,deux
astronomesAndreaMILANI et AnnaNobili, del’'Obsenatoirede Piseontfait I'ana-
lyse numériquede I'astéroideHelga(J122).1ls ont constatéuesonorbite ne pouvait
étredéterminée plusde10000ansal’avance.

Pourtant)'astr e semblerester confiné dans une trajectoir e voisine de celle de
Jupiter. Il enressortun conceptapparemmentparadoxal: le chaosstable.Cetype
de comportemenéstanalague a celui d’'une bille dansle plateaud’une roulettede
casino.Elle vit un mouvementessentiellementhaotiquemais demeurea I'intérieur
delaroue.

Ces deux astronomesameneient alors I'idée que le chaosstable serait une
caractéristique relativementcommunedans|e SystemeSolaire.
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FiG. 13— Distribution desastépnidesdansle Systemé&olaire interne

e Les astéoidesvoisinsdela Terre:

Pourquoile SystemeSolaireprise-t-il 'arrangementui estle sien?

L’existenced’astéroideslansle voisinageimmédiatde la Terreresteuneénigme.
Il estestiméqu’aumoinsun astéroidale diamétresupérieura 1km entreen collision
avecla Terretousles millions d’annéesLa duréede vie d'un astéroidedansla zone
du systemesolaireinterneestinférieurea 100 millions d’années.

Or depuis4,5milliards d’annéesgesblocsrocheuxauraiendl déjatouss’écraser
Cependantl y enatoujours! Onimaginedoncqu’un réappreisionnementeferait
a partir de la ceintured’astéroidegyracea I'influence gravitationnellede Jupiterqui
joueraitalorsunrole de catapulte.

Leszoneschaotiquesdécouvertepar les chercheurs correspondené la position
deslacunes.Pourtantune étudequantitativemontie quecetaccod n’est pasparfait.
Il n'estpasimpossiblequela structure et les caractéristiquegarticulieresdela cein-
ture d’astéoidesaient étéen partie déterminéegar les processusesponsabledela
créationdu Systemé&olaire .

En conclusion,sansune dynamique incluant le mouvement chaotique, il est
impossible d’expliguer commentla gravitation débauchecertains corps dansla
ceinture d’astéroidespour lesprojeter verslesplanétesintérieur es.

Mais le chaosn’est que 'un desnombreux comportementsque provoque la
gravitation.
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Lévolution de la luminosité d"Hypérion sur une période de 60 jours a un
caractére erratique dotit sucune courbe périodique simple ne peut rendre
compte.

FIG. 14— Mesuesdela luminositéd’'Hypérion.

4.4 Lestours de passe-passd’Hypérion :

e Lesobsewations d’Hypérion :

1987,0bsenatoirede Cero Tololo. Klavetterestla pour suivre Hypérion,un sa-
tellite de Saturnequi possedain mouvementétrange Hypériona étéidentifié pourla
premierefois en1848.EnsuiteobservéparVoyager Il en1981,il aétédécritcommeun
satelliteala forme peucommuneale cacahuetele dimensionggalesa 380x 290x 230
km.

Cesobsenationsétaientmenéeslansle but de vérifier I'affirmationfaite 3 ansau-
pararantparJackWisdom,S.T. Aton Pealet FrancoisMignardqui stipulérentd’apres
leurscalculs,qu’Hypérioneffectuaitdespirouettessurlui-mémeplutét quedetourner
commeunetoupieautourde Saturnetel quele font lesautressatellites.

Ainsi, pourobtenirune preue du témoignagencontestablelu mouvementchao-
tique de ce satellite les obsenationsconsistaien& déceledes variationsaléatoiresle
saluminosité.La quantitéde lumiéreréfléchiepar I'astre dépendde son orientation
sachantgu’une grandesurfacetournéeversle Soleil réfléchitdavantagede lumiére
gu’unepetite.

D’autre part, ce qu'il y avait d’insolite était que sa périodede rotation sur lui-
méme(13jours)étaitdifférentede celle de saréwlution (21 jours) autourde Saturne,
acontrariodela Luneou lesdeuxpériodessontidentiques.

Pourcettedernierecelas’expliqueparlesforcesdemaréesrééeparl’interaction
gravitationnelle.Cependaninepartde 'énergie miseen jeu dansle déplacementles
matériauxsolidesou liquidesqui formentle renflementerrestrgécorceetmaréesgest
inévitablemenperdue.

Celaentrainequele renflementestdéphaséen suivantla Lune) et que par suite
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FIG. 15— Desprisesdevuesd’'Hypérionfaitespar Voyager | |.

le satellitefreinela rotationdela planete Ce phénoménétantréciproqueje satellite
finit partournersurlui-mémea la mémevitessequ’il tourneautourde la planéte.ll
restaitdonca expliquerla configurationproprea Hypérion

e Lesraisonsd’une instabilité chronique:

A l'opposédela Lune,Hypérionnes’estpasstabiliséet ne présentgaséternelle-
mentla mémefacea SaturneC’estcommeunebouteillepartiellementempliequi ne
peutpastreshientournersurelle-mémesi on la lancecommeunetoupie: le déplace-
mentduliquide al'intérieur vientinterféreravecle mouvementderotation.

Lestrois chercheursuggérérenalors deuxfacteursqui empéchentypérionde
s’installerdanscetétatsynchrone

— Saformeétonnammenrdllongée,
— L'influencedeTitan, satellitegéantustevoisin.

Il s’avéreclair quelinfluence gravitationnellede Titan a tellementétiré I'orbite
d’'Hypérionquecelle-cin’estplusdutout circulaire.Du fait quesavitessevarie énor
mémentselongu’il soitprocheou nonde Saturne.

D’autre part, lorsqueHypérion effectue 3 réwlutions autourde sa planétehote,
Titan enfait 4 (résonancé/3). Par conséquentgs attractionggravitationnellesrépé-
téescontribuenta maintenirHypérionsurcetyped’orbite.

Ainsi, la conjugaisorde tous ceseffets font qu’ Hypérionsetrouve dansun état
d’équilibre précaire.

e Lessecektslivrés par I'espacedesphases

Pourmieux comprendrde mouvementétonnantd’Hypérion JackWisdomet son
équipecalculérentsur ordinateurles équationscaractérisante satellite. A partir de
la trajectoiredansl’espacedesphasesils firent dessinetta sectionde Poincarévoir
84.1).

Cesdiagrammegeprésentenpour diversesconditionsinitiales, I'orientation du
satelliteenfonctionde savitessederotationlors de chaqueréwlution effectué.
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FIG. 16 — Espacedesphaseddu satellite Hypérion.

Au lieudechangementsléatoireslanda formeoudand’orientationdesonorbite,
les calculsmontraientque le chaosse manifestaitpar de brusques variations dans
I'orientation del'axe derotation d’Hypérion sur lui méme

De plus,leszoneschaotiquesi’'une orbite deformeirréguliereet allongéecorres-
pondenta un large éventail d’orbitespossiblesCe qui estcurieux,c’estquel’axe de
rotationd’Hypérionnesetrouve pasorientédande plandesonorbitecommeil devrait
I'étre auboutdequelqueséwlutions.Cecis’expliqueparla situation d’ Hypérionqui
prisonnier de la résonancequ’il aavecTitan.

D’apréslestrois chercheursHypérionprésentain curieuxamalgamede compor
tementsprdonnéset chaotiques

— Il parcourt une orbite réguliére et prévisible: lesastronomespeuvent
calculer saposition desannéesa 'avance.

— A contrario, sonorientation estbeaucoupmoins prévisible.

Par conséquentsi les mesuregde la luminositésontirréguliéres,alorsle mouve-
mentd’Hypérionseraitbiende natureerratique.

Sil'on obsenre effectivementunevariationirréguliérede luminosité,les résultats
resterenambiguscarla fréequencadlesmesuredaitespar Klavetteravait étédisconti-
nues il neput effectuerdesobsenationsrégulierescomptetenude mauaisescondi-
tionsmétéorologiquea Cero Tololo.

e Les conclusionsétonnantesde Klavetter :
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FinalementJackKlavetter parvint & tracerun ensemblede points repré-sentant
chacunlaluminositéintrinsequedu satellitea chaqueréwlution autourde SaturneLa
successiomtaitsiirrégulierequ’il était impossiblede tracer une courbe lisseet de
nature périodique (preuve de non chaos)passantpar tous lespoints.

Il ne put expliquer cesvariations qu’en supposantqu’ Hypérion pir ouettait de
maniere chaotique.C’était la seulehypothesecompatible aveclesmesures.

Cependantge n’était passuffisant pour constituerune preuve du comportement
erratiqued’Hypérion Alors, Klavettercherchaa explorer, a l'aide d’ordinateursdif-
férentegégionsdel’'espacedesphasentestaniesconditionsinitiales particuliéres.

Cesderniéresttaientintroduitesdansson modelethéoriqueet conduisaient des
changementd’orientationchaotiquesie’axe derotationd’Hypérion

Il putainsidémontrer que les points constituant sacourbe de lumiéere corres-
pondaient effectivement a une trajectoir e unigue et chaotigue dansl'espacedes
phases.

IroniquementJe fait de connaitreles équationsdu mouvementet leurs solutions
n'apportepasgrandchose,car cessolutionssonttellementsensiblesaux conditions
initiales qu’ellesinterdisentouteprévision.

4.5 L’usageintensif dela simulation numérique :

e Historique dela problématique:

Le problémede I'avenir a long terme du SystemeSolaire est assezancien.La
premiéretentative sérieusepour le résoudrea eulieu il y a 200 ans.Ce fut Pierre
Simonmarquisde Laplace(1749-1827)qui, en tant que cofondateurdu Bureau des
Longitudes se penchasur I'épineusequestion quelle est I'évolution du Systeme
Solaire sur delonguespériodes?

Aux xVIi€et xVviil€sieclesles mouvementsdéconcertantde Jupiteret Saturne,
constituaiente meilleurexempledetellestendancesudéséquilibreNewton en était
arrivé adéduirequ’uneinterventiondivine étaitpériodiquementécessairpourmain-
tenirla cohésiordu systemeet éviterqu’il sedisloque.

Laplacedéfinissaitle déterminismeainsi: “Une intelligencequi pour un instant
donnéconnaitiait touteslesforcesdontla nature estaniméeet la situationrespective
desétresqui la composentsi d’ailleurs elle était asseaastepour soumette sesdon-
néesa l'analyse embrsseait dansla méme&ormulelesmouvementdesplusgrands
corpsdel’Univers et ceuxdespluslégers atomes rien nesemit incertain, etl'avenir
commede passésemit présenta sesyeux’

Pourtantcommel’avait vu Poincaré)e déterminismen’estpasroi auseindu Sys-
temeSolaire.ll y adurantunepériodeou l’'on acrugu’il seraitpossibledecalculerle
mouvementdesplanétesavectoutela précisionsouahitéeAujourd’hui, graceauxor-
dinateurs|esastronomesntla possibilitédevisionnerl’avenir etle passélu Systeme
Solaire.

e Nouvellesmachines,nouvellesméthodes
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Plustard,en 1963, Vladimir Arnold démontraquesi les massesles inclinaisons
et les excentricitésdesplanétesontsufisammentfaibles,tout systemeplanétaireen
dépitde satendanceauchaosresteragquasi-périodiquet doncstable.

La miseen ceuvrede l'intégration (leur résolution)deséquationdifférentiellesa
I'aide d’'un ordinateurestaitnéanmoingréslente.

En effet, 'incrément (tempsespacanthaquecalcul) doit étre sufisammentpetit
pour rendrecompteautantdu mouvementde Mercure (périodede 88 jours) que de
celuidePluton(248ans).

Aucun modelenumériquen’était alors capablede travailler sur deséchellesde
tempsaussidiversessansgaspillerun tempsénormepour le calcul despetitesvaria-
tions.

D’autantplus qu’al’époqueles machinegde calcul étaientgénéralistegt ne pou-
vaientétrepleinemenefficacespourdetelscalculs.

e G. Sussmaret Digital Orrery:

Il fallut attendrel973 avec la thesede Geoge Sussmarau Massachussetiss-
titut of Technologypour voir desprogésapparaitrell suggéraitde faire collaborer
astronomegtingénieuranformaticienspourconstruiredesmachinespécialiséegui
exploiteraientavantageusemetes particularitésdu problémequi leur seraitsoumis.

Ayantpris connaissanceesdécouertesascinantedeJackWisdomsurlesorbites
desastéroides]| lui proposade construireun ordinateumpourobtenirunesolutionplus
définitive.

En 1983,Digital Orreryvit le jour etréunissaidix ordinateursndépendantslans
une grosseboite a chaussureshu chacunprenaiten chage les calculsliés a chaque
planete.

Toutesles particularitéset affinementsfirent de cettemachinemiracle un bolide
capablede calculerles mouvementsdu SystemeSolaire3 fois plusvite qu’un Cray |
et 6 fois plus vite qu’'un VAX 11/78Q qui étaientles ordinateurdes plus puissants
I'époque.

Lespremiersrésultatmetardérenpaset unedespremieregrandesexcursionsde
Digital Orrerylui fit couvrirerviron 100 millions d’annéesversle futur etautantdans
le passé.

Cettesimulationfit entrevoir pourla premierefois I'aveniralongtermedu systéme
extérieur(voir la figuren® 18).

e De nouvellesvoiespour Digital Orr ery - Pluton:

Le mouvementde Pluton était déja connupour étre particulierementcomplee.
D’autre part, Digital Orreryavait mis enévidenceplusieursnouwellescaractéristiques
du mouvementde Pluton.

Cetteplanéteprésentain nombreétonnammengrandd’écartsimportantsqui se
répetensurdesmillions d’annéesphénomenegu’aucundahéorieperturbatve ni d’in-
tégrationnumériquen’avait jusqu’ici révelé.
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Fic. 17— Variationsdel'inclinaison de Pluton.

Les deuxchercheurgiécidérentde regarderce qui se passaitiorsquel’on faisait
partir Pluton de deux positionsinitiales |égerementdifférentes.Les trajectoiresqui
s’en suvirent sur 854 millions d’annéedivergeaient ellesfinissaientpar suivre un
chemindifférent.

Lesaccumulationsl’arrondisont étéenpartieéliminéesparunebonneadaptation
du pasd’incrémentationlUn autreproblémeapparaissaibrsquel’on faisaitrépétera
reboursle calcul de I'évolution du systemene permettaitpasde revenir au point de
départ

Lors de cesallers-retours dansle temps,les planétesne reprenaientpasexac-
tementleur position initiale. C’était une marque du chaos.

Par contre,sur les graphes/'évolution desparameétre®rbitaux desplanétespré-
sentaientde petitesvariationset les orbitesrestaientréguliéres Pluton possédaiun
mouvementcomplece maisn’avait aucunsigned’agitationerratique.

Ainsi, lesmouvementsdesplanétescotoyaienta la foisle chaosetla régularité.
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e La continuité de Digital Orrery::

Toutefois Je modeéleutilisé parDigital Orreryn’étaitqu’uneapproximationcomme
celuiidéaliséparLaplace.Desparaméetresommela lentediminution dela massedu
Soleil qui brille n’étaientpaspris encompte D’autre part,seuledesplanetesxternes
étaientconsidéréedanslescalculs.

Digital Orrery effectuauneretraitecérémonialeen 1991 aprés7 annéesle précis
etloyauxservices.

L'odysséede Sussmaret Wisdom se poursuvit ensuiteavec le superordinateur
Tollkit. Danssescalculs,le SystemeSolaireétaitalorspris encomptedanssatotalité.

e Lesinnovations de JacquesLaskar :

Le voyagede Jacqued askardansle chaoscommencal y a erviron unedizaine
d’annéesalors qu'il s’efforcait de déterminerles variationsde I'orbite terrestreau
coursdesdernieramillions d’annéesCecidansle but d’établir un lien entreles modi-
ficationsde sonclimat etlessubtilsdécalagesel'orbite terrestre.

Lamécaniqueélestdraditionnelles’averainadaptéetJ. Laskardécidadeséparer
endeuxsonprobleme

— Renoncea prédireles positionsprécisegjueles planetesoccuperontians
plusieursmillions d’années.

— Choisir une formulation faisantressortirles variationsprogressies mais
cumulatvesdela formeetdel'orientationdesorbites.

Ainsi, seséquationsestompaientles oscillations rapides et ne laissaientappa-
raitr e que lestendancesa long terme.

Il construisituneexpressiommathématiqueomportantt50000termesa partir des
longuesexpressionsalgébriquesiéduitesdeséquationgle Laplaceet Le Verrier. Ceci
fut possiblegraceaucalculformel surordinateur

JacquesLaskar utilisa ensuite un calculateur pour intégrer ces équations
différentielles'moyennées’et suivre I'évolution desparametresrbitaux.

e Le BDL alarecherchedu chaos:

Pour établir la présenceou I'absencedu chaos,J. Laskarfit le calcul pour deux
positionset vitessesle départiégerementifférentegpuis compardesdeuxrésultats.

Si les orbitesétaientapproximatvementréguliéres(quasi-périodiques)es deux
trajectoiresdansl’espacedesphasesievaientresterprochespu ne s’éloignerquetrés
progressiement.

Autrementja présencelu chaossetrahiraitparla divergencedeplusenplusrapide
desdeuxtrajectoireset cefut le cas.

Il putainsirévélerla présenceffective du chaosdansl’évolution du SystemeSo-
laire. Les différencesentreles deux trajectoir esdoublaient toutes les 3,5 millions
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Ce graphe monire I'évalution de I'excentricilé de I'orbite terresire sur vne
periode de six millions d'années centrée sur notre époque. La conrbe conti-
nue, qui représente la solution obtenue par Quinn, 5. Tremaine et M. Dun-
can. suit de pris la conrbe pointillée obtenue par J, Laskar. La courbe poin-
tillée en bas du diagramme représente la différence entre les deux solutions.

Fic. 18— Variationsdel'excentricitédela Terre.

d’années C’est-a-direqu’uneerreurde 100meétressur la position dela Terre s’am-
plifirait si rapidemengu’il deviendraitimpossiblede précisersapositionle long de
sonorbite100millions d’année9plustard.

Toutefoiscerésultainesignifiait pasnécessairemenuela Terrerisquaitdes’écar
terdesatrajectoireactuelle.

Jacqued.askarconclut: “Le calcul montie queles solutionsde notre systemaelif-
férentiel, pour les conditionsinitiales qui sontcellesdu Systemeéolaire , sontchao-
tiques.Ce systemadifférentiel estune trés bonneapproximationdu SystémeSolaire
réel. On peuten conclue quele mouvementlu Systemésolaire, et en particulier du
SystemeSolaire interne estprés d’étre chaotique maisla significationexactede ce
'pres’ estdifficile a cerner”.

Il identifiadansseséquations'moyennes’destermesspécifiquesiésignantieux
résonancegravitationnellessubtilesentreles planetegusqu’alorsinapercuesCesré-
sonancedlites de secondordr e agissentsur la rotation du demi-grand axe et sur
I'excentricité. Elles étaientresponsablede ce comportementhaotiquel’une faisait
intervenir Marsetla Terre; I'autre Mercure,Vénuset Jupiter

La résidaitla causedu chaos les résonancesdétruisent la prévisiblité. Elles
amplifient lespetits effetset lestransforment en forcesnon négli-geables

Finalement,J. Laskar conclut: “Les grandesvariations qui ont affectéles fré-
guencedondamentaleslu SystemeSolaire intérieur tout au long de sonhistoire re-
nouvellentnotre compréhensiomle plusieurs phénomenea long terme L'image de
la dynamiqueadu Systeméolaire donnéeci esttresdifférentedu mouvementégulier
[et] quasi-périodiquelécrit par Laplaceet Lagranceil y a 200ans.Elle estbienplus
comple”
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5 Conclusion:

Durantdessiécleses physicienset les astronomesnventerentun mondemathé-
matiqueidéal censétreun miroir dela nature.

La quasi-perfectionlu SystemeSolaireservitdeguideacetriomphedel’esprit sur
la matiere.

Mais les mathématiquede géniede Poincarémirenta jour unelimite ala prédic-
tibilité apportégarlesmodelesmathématiques.

Le chaosestdoncune caractéristiquéntrinséquedessystemegiynamiquessans
pourautaniiesmeneraleur dislocation.
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FIG. 19— Sdhémacorventionneld’uneellipse

6 Annexe- Principesde mécanique:

6.1 Deéfinition desorbites:

Commetoutescience)a mécaniquesélesteutilise desoutils qui lui sontpropres.
Aussi voici quelquesélélmentsqui permetterontde structurerles conceptsde cette
conférence.

e Toutd’abord,voici de quoi caractériser une orbite :

LespointsC, F et F représentente centreet les foyersde I'ellipse. Lesellipses
sontdécritespar3 parametres

— le demi-grandaxe a: c’estle sggment|CA|,
— le demi-petitaxe b: sggment|[CB],
— I'excentricitée: e = b/a et caractéris¢applatissement.

Selonl'applatissement,ellipse devient d’autresfiguresgéométriques

— Sie=1:l'ellipse devientun cercle.

— Siee€]0; 1] : c’estuneellipsesimple.

— Sie= 0: onobtientuneparaboleou un sggment.
— Sie> 1: c’estuncoupled’hyperboles.

Defacongénéralelesorbitesplanétairesontquasimentirculaireset e estproche
del.

Ainsi, lorsquela planétesetrouve aupoint A, ondit qu’elle estaupérihélie : c’est
sapositionla plus prochedu Soleil. De fagonanalogueguandelle sesitueau pointle
pluséloignédenotreétoile,elle estdite al'aphélie.
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6.2 Le calcul différentiel :

e Unenotionimportanteestcelledela dérivée:

Enphysiquell estfréquentdevouloir connaitrecommentéwluela positionx d’'un
corpsaucoursdutemps.ll s’avérealorsque:

— ce qui caractérisd’évolution de la position au coursdu tempss’appelle
communémernia vitesse

— en mathématiqueyne variationau coursdu temps(commecelapourrait

I'étre aussipoury qui varirait avec z...), secalculeavecla dérivéenotée

% ; nousaurionsdoncici dx et( ).

Ainsi, le taux de changementd’une grandeurest calculableet s’appellela déri-
vée La dérivéetrouve sonapplicationsurtoutdansles équationsdifférentielles Ces
dernieresontconstituéesle dérvéesmultiplesdela mémefonction.

Les phénoménesaturelscommela chutted’une pierre, par exemple,sontgéné-
ralementreprésentépar uneéquationconstituéalde dérvéemultiplesdela varibleen
jeu. On parleraalorsd’équationdifférentielle.

Par exemple,pour un penduledont'angle 8 varie au coursdu temps,I’équation
différentiellequi décritsonmouwementsera

d dé

dt[ ] +Cste6=0

Cetyped’équationpermetde décrirele mouvementet estd’'usagecouranttanten
mécaniqueélestequ’en physiquegénérale.

e Posonsnaintenantjuelquesasegecinétique:

Toutesles planétessuivent une orbite. Un des objectifs des astronomesest de
connaitrela positiondesplanetessur leur orbite (notéer), leur vitessev et leur ac-
célérationd aunmomentdonné.

Cesgrandeursécessitentl’étre connuesenfonction du tempst, c’est-a-direune
expressiormathématiqueontenante temps.

Deplus,il existeunerelationentreX, Veta:

— r estla position: c’estunefonctiondet
— v estle tauxdevariationdex au coursdutemps,donc: V= %.

— aestle tauxdevariationdev, donc: a= dt
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On utilise souwentla quantité de mouvement notée p définiecommela masse
multipliéepar la vitesse p = mv.

Pour caractérisete mouvementsur une orbite, on noteraT la période de révo-
lution c’est-a-direle tempsmis parla planétepour effectuerun tour completde son
orbite.

6.3 LesloisdeNewton:

Newton a, entreautre,énoncérois lois fondamentales.
e Loi du mouvementuniforme:

Bien qu’un premierénoncéde cetteloi ait étéréaliséparGalilée je le citeici sous
saformedonnéepar Newton:
Tout corpsisolé estsoitimmobile soitenmouvementectiligneuniforme

C’est-a-direqu’enl’absencede touteforce un objet resteimmobile ou continuera
asedéplaceiindéfinimentdansla mémedirectionet avecunevitesseconstante.

e Principe fondamentalde la dynamique:

Le taux de variation de la quantitéde mouvemen(%—?), autrementdit le produit
de la massepar I'accélération estégal en senset enintensitéa la sommedesforces
agissantsurle corpsétudié: md= 3 F (m= condarte)

MasseAcceéléation=Forcesappliquées

C’estde cetteégalitéqueviennentles équationdifférentiellesqui permettente
déterminede mouvementdesplanetes.

D’ailleurs, nouspouwonsremarqueique lorsquele corpssuit un mouvementuni-
forme (v = condante) ou estaurepos(v = 0 tout le temps)a = 0 on retroue la pre-
miereloi.

Fi+F+R+..=0
e Loi del'action etdela réaction:
Pour chaqueforce d’action appliquéea un corps,il existe au pointd’application

de cetteforce d’action, uneforce de réactionqui lui estégaleenintensitéet opposée
ensens.

Sil'on prendl’exempledel’ascensiord’'unefuséevoyageantansle vide spatial,

I'action d’éjecterdesgazdumoteurversle basentrainde déplacementela fuséevers
le haut.C’estbienla réactionde la fuséeau mouvementdu gazqui la fait sedéplacer
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FIG. 20— Rederchedela trajectoire minimalisantSallant de A a B.

6.4 La mécaniquelagrangienne:

JosephLouis de Lagrange(1736-1813)était surnommé‘Le princedela mécani-
gue”parHamilton.Cen’étaitpassangaison,carc’estlui qui aposéa véritablepierre
debasedela mécaniqueanalytique.

Tout d’abord Lagrange se situe dans la lignée d’'une longue suite de
mécaniciens Clairaut,Euler, d’Alembert, ... Maupertuis.Touscontemporainsle La-
grangejls contrituérenta l’élaborationde la mécaniquenalytique.

En 1744,les travaux de Maupertuisdégagente Principe de moinde action qui
permetde déterminete mouvementd’un pointmatérieldansun champ de forces

Considéronde mouvementd’un poidssoumisa la pesanteute long d'un arcde
trajectoireAB. On évaluealorsle produitdela quantitéde mouvemenparla distance
parcouruesur AB. On peutainsi montrerque cette quantité,appeléeaction S, peut
étre minimale par rapporta tous les autresmouvementsvoisins passanpar A et B
auxmémesdnstantsrespectifyta ettg) et possédanta mémeénepgie. Cettecondition
d’action minimale permetde déterminemunetrajectoireuniquequi constituealorsle
bonarcAB.

De la, d’Alembert, puis Lagrangeconstruisirentdesrelationsfondamentalegn
calculantle travail desforcesappliquéesau corpsétudiéet sedéplacante faconvir-
tuellele long desdifférentedrajectoiregpossiblesEn cherchant minimiserl’action
Scommele faisaitMaupertuisonfinit partrouver la bonnetrajectoireallantde A aB
avecuneénepgie minimale.

En supposantiesforcesdérivant d’un potentiel® il aboutita la relationsuivante
qui donnel’énergie mécaniqueotaledu corps:

H=T+V

— H :I'énemie appeléeaujourd’huiHamiltonien
— T:I'énemgie cinétiquetotale,

6. commec’estle caspourla force gravitationnelle: il y aun “potentielgravitationnel” aucentrede
la sphereerrestrequi représentelefaconponctuellda matiéredela Terre
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FIG. 21— Parametesd’uneorbite planétaite.

— V : lasommedetouslespotentiels.

Enfin, il constituaun systémed’équationsditeséquationsde Euler-Lagrange qui
permettentd’obtenir simultanémenta vitesseet la positiondu corps.Dansle casdu
SystemSolaire,on effectueun changemende variableen passantle la position, vis-
tessegetc. ... aux élémentosculateus (voir figure ci-dessousgaractérisanimieux le
mouvementorbital desplanétestdontla liste est:

— a: le demi-grandaxe del’ellipse,
— e: I'excentricitédel’ellipse,
— i:l'angled’inclinaisondel’ellipse parrapportaun planderéférence,

— Q: longitudedu nceud(angleentreun axe de référencedu plan et I'axe
d’intersectiondel’ellipse etdeceplan),

— w: agumentdu périhélie (angle entre 'axe de référenceet I'ellipse au
Périhélie),
— M : anomaliemoyenne(anglemoyenderotationreliantCMH et F/I\/I\H).

Les modélesmathématiqueactuelsdu SystemeSolairequi sontutilisésdansles
ordinateursontbasésurles6 équationsiécoulante cesvariables.

6.5 LeséquationsSystemeSolaire:

6.5.1 La modélisationdu problémean corps:

Dansle SystemeSolaire la distribution desmassedgsvaleursdespositionsetdes
vitessesestparticuliere.Cecipermetunerésolutiondu probléememelesn corpsgrace
adesméthodegl’approximation.
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Commele Soleil posseédainemassdrésimportante on peutconsidérermlorsque
le systemeestconstituéde deuxcorpset lesorbitessontképlériennegellipses) Mais
I'attraction desautresplanétescréedespetitesperturbationsagissansurce mouve-
ment.Par ailleurs, le fait queles planetessoient applaties produitd’autresperturba-
tions.

Danstouscescas,les équationsdu mouvementd’'un astrede coordonnées, y, z
serontdela forme:

d?x X , O0R
g~ Mo
dy _ _ Y L 9R
&y
dcz __ z R
2= H3t3;

— M: estuneconstante,
— R: la fonction de perturbation.

R dépenddescoordonnéesdu corpsperturbateuet de sescaractéristiquepropres
commesonapplatissemenR possédainefaible valeuret si elle s’annulea un instant
donné onretroue leséquationcalculéesiansle casd’un problémea deuxcorps.

Ensuite l'intégration de ce systemed’équationsdifférentiellespar la méthodede
la variationdela constanténventéeparLagrangegpermetd’aboutirauxéquationglites
d’Euler-Lagrange:

((dx _ 2 OR
dt = na oM
de _ —V1-¢€ R 1-& AR
d = naZe ‘0w ' _nafe oM
d __ -1 oR cosi oR

dt 7 nasiniy1l-e2 0Q + na2siniv/1_e 0w
dQ _ 1 oR

dt T na2sinivi-e2 " 0

do _ v1-€ gR__ cos __ 09R
dt = nafe ‘de nRsiniv/1_e2 0i
M _ h_ 2 0R_ 1-€ 0R

\ dt — na da na2e " de

ou lesvariablesa, e,i sontditesvariablesmétriqueset Q,w, M sontappeléewva-
riablesangulaires

Enfin, on aboutia I'expressionde I'hamiltonien # qui corresponda I'énemie du
systemectudié

=2 +R
2a

Dansle paragraphsuivant,il estdémontréguele problémea n corpsestde ceux

qui peuwentétredécritavecun hamiltonien.

6.5.2 Forme harmonique du potentiel desperturbations :

La théoriedesperturbationsa pour but détudierle mouvementd’une planeteP,
de coordonnées;, y;,z souslinfluence du Soleil situé au centredu repereet d’'une
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planeteP;. Lesmassesn sontexpriméesenmassesolaireetr;, rj correspondendux
distanceSet PjSetrjj = BPj. Alors, les équationsdesn corpsvuesprecédement
deviennentpourla planétel selonchaquecoordonnée

dx X; Xj—% X
9X_ 0 gu-m iy oem [N
dt2 ( )ri3 ; G
~—_———— ~— _
Terme du mouvemenképlérien R : termede perturbation

Nousallonsmaintenantmontrerquece fameuxtermede perturbationR;; possede
deuxparticularités

— Rj estunpotentieldontl’ensembledesforcesde perturbatiorili; dérivent;

— Rj peutétremis souda formed’unesommedefonctionspériodiquesinu-
soidaleglontcertaingermessontal’origine dela modificationdesorbites
képlériennes.

e Tjj dérive du potentielde pertubatiorR;; :

Dire queT;; derive du potentielde pertubatiorR;j €quivauta écrire:

dR;
=, = Fa= [T

Gréacea cetteintégrale,nous obtiendronsune nouelle expressionpour Rjj. En
sommantesR;j destrois coordonnéede potentiels’écrit:

Tij

Xi=X+Y—=VYi+zj—2 Xj+Yj+7z
r3 N r3
1] J

etTj; estlaformedérvéedeR;;.

Rij=Gm,

oud’unepart:

rizi = (Xj=Xi) + (Yj = Vi) + (zj — z), donc:
o(r?)

- a: 2(-1)(x; —xi)
[

2rij'6_>;-] = —2(Xj —X)
orj _ _ XX
oxi Tij

X% _ 1 0nj
= r?j - ?— 0%
- Xo)Fy-W+E-2a) 1 dng

r3 - r.2 dl’i

ij ij

etd’autrepart:
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M) _ = 0

aF - =T W#:an—I-Yj-I-Zj,aInSI:
Xj+Yj+Zj 1 (Ti-rj)
3 3 dr;
] i
donc:
T em |1 dnj 1 d@n)
TSN T G T

enfin,ontrouve Rjj enintégrantT; :

R (e 1ann),
Gmj r dri ¥ dr !

__/ﬂﬂ_l/
S

— [ d

(Fi.rj)

d’ou la nouelle expressiordeR;j

Rj=Gm

1 1M
lij r3

J

La forceTij dérive d’'un potentiel (ici R;j), doncle problemea n corps estha-
miltonien.
¢ R j estunesommedefonctionspériodiques
Onappliquela définitiondu produitscalairear;.rj :

Mi.rj =rirjcosSj, ou §; estl'angle entrelesvecteurd; etrj.
Ainsi:

Rj=Gm

lij r3

1 rierOSS“']
j

On constategueR;; estunefonctionpériodiqueet!'on peutla décomposeenune
sommedetermessinusoidauxjraceauthéorémede Fourier:

le :A(aiuajaaiuajaaiuaj)
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+ 3 Bjcogjio + jowj + j3(Qi +Qj)]
j1)2is
+ Y Cysin[jiMi + j2Mj + jawi + jaw; + j5(Qi — Qj)]

j1l2; .-

Souscetteforme, R;; possedeaun tres grandnombrede termesdont on sait, par
calcul, que certainspossédentin coéficient important(ici B; et C;) qui trahit alors
uneimportanteperturbation En regardantia périodecorrespondand ce terme,on a
alorsuneidéedela fréquencealaquellealieu cetteperturbation.

Ainsi, cestermes semblentindiquer que le SystemeSolaire est instable car

certainglémentglesorbitesprennentuinegrandevaleurqui modifieraitalorsconsidé-
rablementeurtrajectoire.
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